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PREFAZIONE 




Fot what i* thè theory of ddmiBMb? It u an algebra upon algebra j 
a calculu» wkich cnablea u> lo combine and forelell lite resulta of algebraical 
operations, in thè urne way as algebra iUelf enablr* ut to dispense with thè 
performance of thè special operations of arithmclic. 

Svt.rsrrca. Vhù. Mag. »85t. 


Le ricerche di Cramcr e di Bczout (1) intorno la risoluzione dello 
equazioni algebriche lineari e sulla eliminazione, segnano l'origine della 
teorica di quelle funzioni , le quali , indicate dapprima col nome di ri - 
alitanti, vengono ora generalmente chiamato determinanti. La legge di 
formazione dei determinanti è dovuta a questi geometri, i quali la de- 
dussero per analogia considerando la forma dei risultati ottenuti dall’ope- 
rare sopra due e tre equazioni ad altrettante incognite. Questa legge forma 
anche lo scopo principale dei lavori di Laplace e di Vandermondc (3) 
sulla eliminazione, nei quali, come corollarj di essa, sono dimostrate, c la 
proprietà dei determinanti di mutare di segno o di annullarsi quando si 
permutano o si suppongono identici alcuni clementi, e l'altra proprietà per 
cui un determinante di un ordine qualunque può risultare dalla somma di 
prodotti di determinanti di ordine inferiore. (§. S.°). Nelle memorie di 
Lagrange (3) relative al problema della rotazione di un corpo solido 
cd alle piramidi triangolari , viene fatto uso di determinanti del terzo 
ordine, c si trovano enunciate rispetto a questi determinanti alcune pro- 
prietà, che in seguito vennero esteso ai determinanti di un ordine qual- 
sivoglia. Queste proprietà ponno ridursi alle seguenti : 4.* il quadrato 

(0 Inlrodnctìon a ì’aniljie dei lignei courbei algébri<piei. Appendice — ij5o — llùtoire de ricade, 
mie boy ale dea Sciences 1764. 

(a) HUtoire de l’Acaderaic Royale dea Science*. 177*. Seconde Partie. 

(3) Noureau* memoirrs de FAcadctsic Royale de Berlin. 1773. 
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IV 


<li un determinante e esso medesimo un determinante; 2.* il determi- 
nante ad elementi retiproci di un determinante del terzo ordine è eguale 
al quadrato di quest'ultimo determinante. (§§. 5.° e 6.°). Gauss (i), nelle 
sue ricerche intorno le forme binarie e ternarie ha generalizzata la pri- 
ma di queste proprietà dimostrando, pei determinanti del secondo e terzo 
ordine, che il prodotto di due determinanti è esso medesimo un deter- 
minante. Nella classica opera di questo autore trovasi per la prima volta 
introdotta nella scienza la parola determinante. I teoremi di Lagrange 
c di Gauss vennero estesi da Binct (2) alla somma di prodotti di un 
numero qualsivoglia di determinanti del secondo, terzo, c quarto ordina 
ma la generalizzazione di quei teoremi ai determinanti di ordine qua- 
lunque è dovuta a Cauchy (3). Le prime due sezioni della seconda 
parte dell’ importante memoria di quest’ autore » Sur le uombre dee 
valeurs qu’une fonction peut aequerir eie. » contengono la regola gene- 
rale per la moltiplicazione dei determinanti , e le principali proprietà 
dei determinanti ad clementi reciproci; nelle altre due sezioni si trovano 
dimostrali i più importanti teoremi sui determinanti minori , e sui de- 
terminanti dei determinanti medesimi, chiamati dal medesimo geometra 
determinanti (fermili. Alla memoria di Cauchy tennero dietro varj la- 
vori di applicazione (4) dei teoremi conosciuti fino a quell' epoca , e 
solo nel 1841 l’illustre Jaoobi (5) nella memoria — De formatone et 
proprictatibus determinanlium — pose le basi di un trattalo intorno 
la teorica dei determinanti. A questa fa seguilo la memoria del mede- 
simo autore — De determinantibus functionalibue — nella quale gio- 
vandosi del calcolo difTerenzìale , e di alcune note proprietà sulla com- 
posizione delle funzioni, aggiungeva una importantissima parte a quella 
teorica. ( §. 10.°). Anche le prime ricerche intorno ai determinanti 
gobbi (§. 8.°) si devono a Jaoobi (6), esse vennero completale ed estese 
da Cayley (7) in due interessanti memorie. I più recenti lavori sui de- 
terminanti sono applicazioni delle loro proprietà all’analisi, alla geome- 


(l) Rrcheirhrs Arilrruitiqur*. 1807, 

(a) Journal de l’Fxole J'olylechnique. Cahier smistile. 1 8 1 3. 

(3) Journal de TÉcole Polytechnìque -* Cahier dix-srpticme. ?8i5. 

(4) Creile. Journal fùr die Mal hrmitik. — Band, i a. — Ltourillc. Journal de Mathématkfure. T.* a. ttc. 

(5) Creile. Journal fùr die Matbemalik. Band. aa. 

(f>) Cerile. Journal iùr die Malhcmatik. Band. a. Urber die Pfo&chc Integrai iotu-McthoJr. 

(7) Creile. Journal Tur die Mathematik. Bande 3a. u. 38. 
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Iria , alla meccanica , alla teorica delle equazioni , alla teorica dei nu- 
meri ecc., dovute a Jacoki, Cayley, Sylvcstcr, Cauchy, tiesse, Hermitc, 
Horcliardt, Salmon, Malmstéen , Joacliimsthal ecc. (i). 

I.n varietà ed importanza delle applicazioni della teorica dei deter- 
minanti, fanno sentire agli studiosi il desiderio ed il bisogno di libri nei 
(piali [lessano trovare esposti i principj di questo ramo d’ analisi. Le 
memorie di Jacobi, ed il pregiato opuscolo di Spotliswoode (2) — Ele- 
mentari! theorems relating to determinante — sono le sole opere alle 
quali può ricorrere chi si incammina in oggi allo studio di quella teo- 
rica. IV'on stimiamo quindi inopportuna la pubblicazione di un nuovo 
libro sull' argomento. 


Mur\o 1 85 4 . 


(l) Jacobi — - Ma thr ma li arlie Wcrkc — Cauchy. Esercirei d'Analysc fi de liiysiqnc Mjtliematirfuc. 
Salmon. On tbc highrr piane curre». — Journal de Creile — Journal de Liottvillr — Philutophical Maga- 
zine — The Cambridge and Oublin Mathcrtnlical Journal. — Annali di Tortolini. 

(i) London. George Bell — 1 85 1 . 
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LA TEORICA DEI DETERMINAMI 


E LE SUE PRINCIPALI APPLICAZIONI 


$• 1." Definizioni e Notazioni. 

Il simbolo a r , rappresenti in generale una quantità la quale cambia di valore 
al variare degli indici r, s ; e suppongasi che gli indici medesimi possano assumere 
i valori i , a , 3 ... n. 

Chiamasi determinante la espressione che risulta dall'aggregato degli i . a . 3 ... ri 
prodotti i quali si ottengono permutando gli indici in lutti i modi possibili nel 
prodotto : 

,i flf 

» * 1 » * m i» 

cd applicando ai prodotti mede .imi segni determinati. 

Le quantità a, , chiamansi gli elementi del determinante; gli elementi a r , ed 
a l r si dicono conjugati , e gli elementi n l t a, , .... a.,, diconsi principali. 

La notazione pei determinanti generalmente adottata e di cui fecero uso La- 
place , Cauchy , Jacobi , è la scrittura simbolica della definizione cioè : 



1 ( ±a ,.x a ,„- • a ...) 


Questa notazione ha sulle altre il vantaggio della brevità , ma allorquando si 
debbano eseguire operazioni speciali sugli elementi del determinante , oppure alcuni 
di essi elementi assumano valori particolari converrà far uso del seguente metodo 
di notazione : 


"... «..• 


nel quale appajono espliciti tulli gli elementi. 

1 
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Gli dementi situali P uno sotto P altro si diranno in una medesima colonna , 
e quelli posti daccanto Puh P altro si diranno in una medesima linea. E evidente, 
per la definizione . clic considerando un elemento qualunque a , , in ciascuno dei 
prodotti iu cui entra Pelemcnlo medesimo non potrà trovarsi alcuno degli elementi 
situati nella stessa colonna o nella stessa linea di esso. 

Un terzo modo di notazione dovuto al Sig. Sylveslcr , il quale La qualche 
analogia col metodo già adottato da Vandcrmonde, consiste nell' esprimere le quan- 
tità con due lettere fi,., « f le quali prese separatamente non rappresentano nè 
quantità, nè simboli di operazione ma solo ombre di quantità. Coll' introduzione 
-di questi clementi ideali P autore rappresenta il determinante sotto una forma più 
compatta delP ultima esposta scrivendo Puna sotto P altra le due serie di elementi 
nel modo ebe segue : 

a x a » «J 

*, *. «J 

rd il valore algebrico di questo determinante verrà espresso dalla : 

2±fl « r .a a r ... (l n *r 
1 • ■ » « 

osservando che le quantità r t9 r a ...r m sono differenti fra loro e possono assumere 
tutti i valori i , 2 . . . n. 

L’ ordine di un determinante si desume dal numero dei suoi elementi princi- 
pali , quindi il determinante superiore sarà delP ennesimo ordine. 

§. **.° «li formazione «lei determinanti. 


La legge di formazione dei determinanti consiste nella legge dei segni che de- 
sùnsi attribuire ai varj prodotti dall' aggregato del quali risultano i determinanti 
stessi. Questa legge, la quale è P ordinaria allorquando si tratta di permutazioni , 
attribuisce a ciascuno di quei prodotti segno positivo o negativo , secondo che è 
dispari o pari il numero dei primi indici permutati nel prodotto : 
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Osservando il secondo membro di questa eguaglianza risulta facilmente essere : 


3 


i.» i.i] 
«... «... «... 
«.„ «... «... 


~ «.,l(«l..«l.l'"«»..«l.l) '*'«l.l(«l.l«l.l‘“ 


od anche : 


a UÌ 

■ «„. 

«... 

a ,.. 








rt« 

, «... 

=«,. 

j«„. «... 

-«,,, 

«... a i.i 

+«,, 

>• 

«... 


. «... 

«... 


1 «... «... 


a t,% fl i.i 



«... 


la quale relazione mostra in qual modo si possa giungere al valore algebrico di 
un determinante simbolizzalo col secondo dei metodi indicati al §. i.° Per la legge 
dei segni dichiarata pii! sopra è chiaro come analogamente al risultato superiore si 
debba avere in generale : 

j«... «„, «... 

«... «... • • «... 

(>) 



"... 

"... 

«... 


«... «.,.• 

«... 



| rt !at * * 

• «... ! 

=«... 

«... 

«... 

«„. 


«... «... 

«... 

•f. 


.. i«... «... • ■ 

• «... 






«n., «... 

■ «... 






c come nello sviluppo di un determinante dell’ ennesimo ordine un elemento qua- 
lunque a sarà moltiplicato per il determinante dell’ (n- 1 )esimo ordine il quale si ot- 
tiene trascurando gli elementi dell’ r esima linea e della sesiina colonna del determinante 
dato, ed attribuendo a quel prodotto segno positivo o negativo secondo che i numeri 
r ed s sono ambedue pari o ambedue dispari, oppure l'uno pari e l'altro dispari. 

Eicmpj. i.” 


1 *. -T. 1 





• «•. ri - 

*>r> 


*, r.! 

1 + 


< «•. ri. 

x , r. 


*,r, ! 

x . r. 


• r .r. - *.r, + X J, ~ X J, + x j,- x o. 
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espressione pel doppio dell’ area di un triangolo avente i vertici degli angoli nei 
punti di coordinate x, , j", j x, , y t ; x, , jr t . 

3 ° Se supponiamo : 

=«, + «. x,~ b , +b . •*.= c .+ c . 

7.=«.«. r.=*A 7.-V. 

si lui : 

i «,+<1, 

i 6, + 6, 6,6, - (a,-6,) (6,-c.) (c,-a J + (n,-6 J (6,-c,) (c,-o,) 
i c,+c, c,r, 

ed allorquando le a , a,, 6,, 6 t , c,, c, rappresentino le distanze che sei punti si- 
tuati sopra una medesima retta hanno da un punto qualunque di essa, la espres- 
sione supcriore eguagliata a zero indica essere i sci punti in involuzione. 

3.° 


1 7. s . 


*. 7. *. 

*. 7. s . 


x . 7. =. 


X, 7. *. 

> *. 7. *. 








— 

7. *. - 

x, 7. z . 

+ 

x . 7. z . 


*. 7. s . 

' 7, =. 


*t7»*i| 

*4 7* i t 


*4 7t a < 


x, 7. s . 

' XÌ7k *t 









Se le x, , 7, , z, 5 x, , , z, rappresentano le coordinate di quattro punti , 

il determinante superiore rappresenta il volume della piramide avente i vertici degli 
angoli in quei quattro punti. 

%. 3.° Proprietà generali ai determinanti. 

Dalla legge di formazione di un determinante risulta che il valore ed il segno 
del medesimo non si alterano , se le linee c le colonne di esso diventeranno ordi- 
natamente colonne e linee. Coè sussisterà identicamente la equazione : 


«... 




a t,l **«,1 * 

«... 

«.. 

«.„ • 

«... 

= 

fl i.i a »,t ' * 

• «... 

«.. 

rt -,l • • 

• ■a.,. 


*♦ 

■ a.,. 


Così è evidente che scambiandosi fra loro due linee o due colonne di tu de- 
terminante , cambiano i segni dei termini del valore algebrico del medesimo , giac- 
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thè in ciascuno di essi avviene permutazione nei primi indici di due elementi, ma 
ne rimane costante il valore, per il che si avrà : 



• «... • 

' «... ' 

■ «... 


«... • 


• «.,-• 

• «... 

«... • 

• «... 


■•«,.. 

=- 

«... • 

• a t>* * 


«... 

«... 

■ «... • 

a.,.- 

• «... 


«... ■ 

• • fl «,l * 

• 1 **"*r • 

«... 


Se quindi gli indici r , s fossero eguali fra loro si avrebbe : 



cioè se due linee o due colonne di un determinante diventano identiche il determi- 
nante è nullo- Ed il determinante sarà anche eguale a zero quando gli elementi di 
una linea o di una colonna del medesimo sieno nulli. 

Se gli elementi di una linea o di una colonna di un determinante contengono 
un fattore comune, esso comparirà in ciascuno dei prodotti componenti il valore 
algebrico, e quindi si potrà raccogliere come fattore comune a lutti quei termini; 
per cui si avrà : 



«... 

• «... 


«... 

«... • 

«... 


«... • 

• «... 


«., 

«... 

«... 

««.. 


■ «... 


«., 

«...- 

«... 


Analogamente si potranno moltiplicare gli elementi di una linea o di una co- 
lonna per un medesimo tàllore , purché questo si ponga a divisore del determinante. 

Se gli elementi di una linea o di una colonna di un determinante risulteranno 
dalla somma di due o più quantità ; esso sarà eguale alla somma di tanti deter- 
minanti quante sono quelle quantità; e si avrà per esempio: 


«...+«. 


■ «... 


«... 

«... ■ 

• «... 



«... 

■ «... 

«.„+«. 

«... •• 

• «... 

ss 

«... 

1 «... ■ 

■ ■ «... 

+ 


«... ■ 

• «... 


fl «.» * 

M 



. «... • ' 

• «... 


*. 

«... • 

• a m,m 
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Osserviamo che se le « t fossero ordinatamente eguali agli elementi di 
un' altra colonna o ne differissero di un fattore costante il secondo determinante 
del secondo membro sarebbe nullo. 

Esempj. 1 ° 


Olii 

i o z’y 

I 

0 X y z 

x o xyz' xy'z 


o xyz 
x o z y 

I »■ 0 3 ? 

x’yV 

y xyz' o x'yz 


y z o x 

ty x 1 o 


z xy'z x'yz o 


zy x o 


S t x , y , z rappresentano le lunghezze dei Iati di un triangolo questo deter- 
minante rappresenta 16 volte il quadrato dell' area del medesimo. 

3 ° È evidente la identità dei due determinanti : 


| i o o o 
,o s. s. s . 


K *, ni 


U, r, r, r 4 | 


Se supponiamo essere r,, r, , . . le somme delle potenze zero , prima. delle 
radici dell’ equazione : 

x 1 + <zr* + bx + c= o 


il determinante superiore eguagliato a zero è la condizione perchè questa equazione 
abbia due radici eguali. Infatti quel determinante per l'osservazione supcriore si può 
scrivere : 

lab c 

o r, r, + ai, s t +as l +bs l 

r, r, + ar, s, + as l + bs t s l + as,+ bs l + cs , I 
i, s, + as t s t +as t + bs, s i + as l + bs t + cs I 


e quindi per le note relazioni fra i coefficienti e le somme delle potenze delle radici 
di una equazione si avrà : 



labe 

s # s t s t 





o 3 za b 

S t J t s t 

_ _ 




3 za b o 

J, 


a zb 3 c oj 
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n , fc , -4fc'-4«’c-37 c,+ 

l.i quale espressione eguagliata a zero dà appunto la suddetta condizione. 
Considerando la equazione (i) o la più generale : 

P = «...*.. . + «... «... 

uella quale P rappresenta il determinante primo membro delta medesima (i), e si 
è posto per brevità: 


«*.,1 « 


* * 

«... 

«... « 


1 * 

«... 



a r- lini • 






m 

« 

«...t 

* 

• «... 


le a , a li( . . . risultano evidentemente indipendenti dagli elementi a J t , a,,, ... ; 
per cui si avranno le equazioni : 


JP 


JP 


da. . ’ ” da. 


■ ■ • «... ' 


JP 
da ... 


e quindi : 

(3) 


„ r/P JP JP 

JP JP JP 

-^a^ + ^aC + :--- + ^-sC 

Supponendo r, s disuguali fra loro . la espressione : 


rfP 


dP 


rfP 


a "'da.* a,r da.* da. 


rappresenterà il determinante P allorquando si suppongano in esso sostituiti agli 
clementi a.. a ti , . . . , ordinamente gli elementi <j„, a,,, ... Ma siccome questi 
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«lue ubimi elementi costituiscono una colonna del determinante P $ quella espres- 
sione rappresenterà un determinante a due colonne composte di elementi identici , 
e quindi sarà eguale a zero. Cioè si avranno le : 


(4) 


rfP 


r/P dP 

+ • •■ + a,,,- -o 

da,,. 


dP 


tt '"dr+ a ’'Ta, 


dP 


dP ,IP 

+ ■ ■ ■ + <*r,. = O 

da,,. 


La espressione non contiene l’ elemento a, , nè alcuno degli elementi clic 

dar., 

appartengono alla medesima linea od alla medesima colonna di esso nel determi- 
nante P ; ossia non contiene alcuno degli elementi che costituiscono la r esima linea 
c la s esima colonna di quel determinante. Ne segue che avranno luogo le equazioni: 

rfP 


(5) 


II determinante 


da da dar , r 

<rp 


<rp 

dar, t dar,, 

dell’ (n-a) ordine si ottiene dal determinante P tra- 


d(lr,, dar,,t 

scurando due linee e due colonne di quest’ultimo; cioè le lutee r esima ed r, esima; 
e le colonne s esima ed s, esima. Ora se nel determinante P si scambiano fra loro 
le doe colonne s esima ed s, esima il determinante stesso cambia di segno ed il de- 
d*P .. d*P 

terminante — - diventa — ; , ■ -■ -■ ; quindi si avrà m generale : 


da,-,, dar , , 


(6) 


dar,, dar ,, 

(PP itP 


da,-,, da r ,,, da r ,, da r ,, 


Le espressioni — , — — . . . considerale come determinanti dell’ (n - 1 )csimo 


ordine danno luogo alle seguenti equazioni analoghe alle (3): 


(") 


dP 

(PP 

(PP 

. + fl, t 

da 

' da da + 

“'V,! ***•#, | 

* da r i da,,, ' 

dP 

d"P 

(PP 


da,,, 

' ^r^da,., ' a ‘ 

'da„,da.„* 


dP 

(PP 

(PP 


da,,. 0 ‘- 

1 da r ,,da, , 

’’* da,,. da,,. 



d*P 


da,,. 

d*P 

' da, .da, . 


if P 

da, .da. 
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nelle quali supponiamo r, ed s differenti fra loro. Sostituendo questi valori nella 
seconda delle (3), ed osservando che per le (5), (6) si hanno le: 

<TP iPP ,fP 

= O — , - O : = o 


d <t,.. x da 4il da r . % da, t da „da, n 

<pp cTP <pp ,p p 


, ’ da, t da, t da r . t da,. t 


ecc. 


si ottiene la : 

P = 


a '.t d .,l ‘PP 

«... "... 

c/*P 



a, t a, , A ., «Ai,., 


da r . t da. 

. . + 1 

k,. a., m 


iFP 


( 8 ) I' = 2 U 2 , 


Gr,u Os,u 
a r t v a$ t v\ 


(PV 


d(lr t u (tilt , s. 


nella quale le u , o si intendano assumere tutti i valori i, a, 3 . , , , 

Affatto analogamente, se si moltiplicano le equazioni ( 7 ) per a, „ 

supponendo s t , r differenti fia loro, e si sommano i risultali si ha : 


(9) o = 

Se nella equazione 


0 »,u | ( pp 


a * ,c fl|, p | dttr, U (tiljjtr 


f, n \ dp . «pp <pp 


<ì*p 


da rt% • da r ,,da, ,, '•’ 1 da r ,,d*, da r ,,da, y , 

operiamo le permutazioni di indici indicate dalla ( 5 ) otteniamo la: 

i..\ _ jH. _ <pp <rp ,p p 

1 ; ■ <>«.,' = J^r;. + ^ 7 ; + + , 7^7 

Notiamo anche La seguente equazione analoga alle (4), e facilmente dimostrabile : 

tPP 


<PP 


"* <FP 

a ’-’' dar,, dar . „ + d^r; + • ■ ■ • + T a rdar,,. ‘ ° 

ritenute le r t , s, differenti fra loro. 
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La equazione (8) dimostra come il determinante P dell' ennesimo ordine possa 
risultare dalla somma di prodotti di determinanti del secondo ordine per determi- 
nanti dell' (n-a) ordine ; nello stesso moda potrebbesi dimostrare che il determi- 
nante P si può ottenere dalla somma di prodotti di determinanti del terzo , 
quarto ecc. ordine, per determinanti del (n-3) esimo, (n*4) esimo ecc. ordine ; e 
si concepisce facilmente come in generale , supponendo che i simboli r, , r . /■„ 
rappresentino numeri interi tali die : 

r, + r, + . . . + r m - n 

e ponendo per brevità : 



*h, 

Alpi 

• a ',*\ 




a >jr. 

Pr» 

a,, 

1 • 


a 

(t i,r +l 


■ • 



,5 - 

■ ®e ,r, 


,r f +i 

Or .»• • 

i' • 



(t3) P = 2iP, P r . P,._ 

nella quale il simbolo 2 denota I' aggregalo di prodotti analoghi all' esposto , i 
quali prodotti risultano di fattori che sono i determinanti formati da tutti i gruppi 
di r;, colonne nelle r, prime linee , da tulli i gruppi di r, colonne nelle r, linee 
prossime alle prime r, e cosi di seguilo; osservando che nessuna colonna c quindi 
nessuna linea deve essere impiegata due volte in un medesimo prodotto. Il numero 
di questi prodotti sarò evidentemente : 

* i a.3 . . .« 

i.a.3. . .r,. i.a.3. r, . . .i a 3 . . .r„ 


Dalle formule (3) (4) olticnsi facilmente il seguente gruppo di equazioni : 


fli.i 


dV d P 

da,,, + " J ''da,, 

’ • » « 




_rfP 

da n ,. 


o 


d p dp d p 

a»n -J + flj j + . . . + ( ìn t i - ° 

(ul i j t (fflii. s 
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a, t , t 


d P dP 

da,',' *’*• 


+ 



dv 

da,,,,' 


P 


d p ( ;p rfp 

rt|,n ^ 1 - Gifit . + • • • + Gn,n - , — O 


da,,,' ’ da,,,. 


da, 




Si moltiplichino queste equazioni ordinatamente per : 


</P «iT tfP 

ila,,, da r , i da r ^ da,- ,, da r ,,daryi 


c si sommino i risultati, osservando alle equazioni (7), (11), (la); si giunge alla: 

dP dP </P </P ,, ,PP 

^ * da,,, dti r ,, da r ^ da r ,r damila, ,, 


la quale appartiene ad una classe £ formole di cui si tratterà al §■ 6.° 

Applicazione. 

Da li sei punti in un piano determinare il luogo geometrico di un settimo punto 
pel quale abbia luogo la proprietà, che condotte da esso le sei rette ai punti dati, 
il fascio che ne risulta sia in involuzione. 

Sieno x,y le coordinate dell’ultimo punto nominato ; x t , y, ... x f , y 6 quelle 
degli altri punti. Immaginando le sei rette segate da una retta , che supporremo 
P asse della x; ed indicando con a,, a t a t le distanze dei punti di intersezione 
dall’origine, l’involuzione del fascio verrà rappresentata dall’equazione: 

( 1 5 ) («r a 0 («,-««) (“s-n.) + (a,-a ,) (a t -<is) (a t -a,) = o 


Ora si hanno facilmente le : 


quindi : 



Wc*J 

y,-r 


«.= 


x Ir x J 

Tri 


1 


ecc. 



„ = ( x Jr x J) (ri - s) - ( x /i- x x) (irl) 

. Ori) (y-r) 


Digitized by Google 



13 

la quale espressione per la formola ( 14 ) 

arai= (w)o77) 

Sostituendo questi valori nell’ equazione (i5) si Ita quale equazione del luogo 
geometrico richiesto la : 


riducesi alla : 



1 ;,1 


1 X y 


i x y 


i x y 


i x y 


i x y 


I x y 

1 


i xa y G 


' x . 7. 

+ 

‘ x ,7. 


« x -> y s 


1 x ,7, 

1 x,y, 


1 *,7, 


1 X s 


« x .7. 


> 


1 x t ^ e 


Questa equazione rappresenta evidentemente una linea del terzo ordine , e sic- 
come essa equazione viene soddisfatta ponendo x=x t , y , J\ ■ ■ ■ , la li- 
nea passerà per i sei punti dati. 

4.° Della risoluzione delle equazioni algelirielie lineari. 

Le formole trovate al §. 3.” sono di molto uso nella risoluzione delle equa- 
zioni algebriche lineari. Considerando il sistema di equazioni : 


a. ,x, + a, . x . + 


(. 0 ) 


■ ■' + n u .x. = u t 
. + <z f .x. =«, 


sì otterrà il valore di una qualunque delle incognite x t , x t . . x„ : per esempio 

della x, , moltiplicando le equazioni medesime ordinatamente per — — -, — . . . - — - 

aa lst 

e sommando le equazioni risultanti. Infatti in questa somma tutti i cornicienti delle 
incognite meno quello della x, saranno eguali a zero essendo questi coefficienti 
espressioni analoghe al primo membro della prima delle (4), ed il coefficiente della 
X t sarà eguale a P per la prima delle (3), quindi si avrà : 


Vx, = + .*.*+ 
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nella quale il simbolo a r l rappresenta il determinante (a). In questo modo si ot- 
terrà il gruppo di equazioni : 

Px . 

(>?) Px . ” + ■•••+ 


Par. - 

Ic quali danno i richiesti valori delle incognite. È da notarsi che il determinante P 
è denominatore comune a lutti questi valori, la quale proprietà avvertita la prima 
volta da Cramer può dirsi essere stala P origine delle ricerche dei geometri in 
questa parte d’ analisi. 

Analogamente considerando il sistema di equazioni : 

( i8 > 

+ a ... s .+ ■ ■ • • 

( il qual sistema viene denominato da alcuni autori sistema derivato del ( i G) ) , 
si avranno le : 

Ps, “V,*,,! + + • . + 

Pi! . - 


Pi. = v , «. „ + •• • ■ • + t'. »... 

È importante l'osservare che le incognite dei due sistemi (iG) (18), sono le- 
gale da una equazione la quale si ottiene moltiplicando queste ultime equazioni or- 
dinatamente per tq, iq...u. e sommando i risultati avendo riguardo allo (17) ; 
oppure moltiplicando le (17) ordinatamente per tq, v t ... v m e sommando i risultati 
osservando a queste ultime. Nell’uno 0 nell'altro modo si arriva alla: 

(««>) n,z, + m,s, + . . . + «.*. = f.Jf, + 0, x, + . . . + v„ x. 

Le equazioni (17) sussistono qualunque siano le zq , rq, . . . . u. , se quindi 
queste quantità saranno tutte eguali azero, e non lo possano essere le nr, , x t ... x, 
dorrà essere : ■ 

P = o 
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per cui questa equazione h il risultato dell’ eliminazione delle incognite x,, 
dal gruppo di equazioni : 




,X, +.<!, ,X, + . . 

• • + a,..x n = o 

(ao) 


+ a l>t x t + . . 

. . + a t n jc„ = o 



,x, + "„,x, + . . 

. . + a m „x n - o 


come anche è il risultato dell’eliminazione delle incognite a,, z,. . . s. dal gruppo (t8) 
allorquando si suppongano r, = u t = =0. = o. 

Se supponiamo : 


, x . 


le equazioni (i 7) danno le seguenti : 


Px,—jr,(o„.*,„ + + + 

Px, = -.r,(«„,*,. t + + '+ 

Px.-- -x. + + 

dalle quali : 

(ai) x, : : X. = 



t ■ 

• "... 


"... "... • 

"... 


"... 

"... • 

"... 


"... 

"... 

= * 

"... "... 

"... 

: : ± 

«... 

"... 

«... 


"... 

"... 

' 

^*,1 ‘ 

■ "... 


"... 

"... 

• "... 


Queste proporzioni danno i valori dei rapporti fra le n-t-i incognite compo- 
nenti le n equazioni : 




, . + a lim x m * o 

... 

,x, + . . 

■ ■ + ",,.*. = 0 


,x. + . . 
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supplicazioni, i .* 


x y 

Indicando con — , — le coordinate di un punto qualunque di un piano . l'e- 
quazione di una conica situata in quel piano sari) : 

<j = ax' + by + cz* + ocj-z + ofxz J a hxj = o 
Affinchè la retta rappresentata dall' equazione : 

Ix + mj + nz = o 

sia tangente a quella conica, debbono essere soddisfalle le equazioni : 
ax, + hjr,+fz,-±l = o 
h x, + + ez t - -i- m» o 

Ix l +mj l + nz t -o 

nelle quali x t , )\ , c, sono le coordinate del punto di contatto. Quindi la condi- 
zione a verificarsi perchè quella retta sia tangente la conica sarà : 


<a3) 


a hfl 
h b e m 
f e c n 
l m n o 


Immaginando una seconda retta : 

Ipc+mjr + np =o 


la condizione perchè essa pure sia tangente alla conica sarà : 


(» 4 ) 


ah fi, 
h b e m, 
\f e c n, 
l, m. n. o 


Per trovare le coordinale dei punti di contatto osserviamo che posto : 
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ah fi /, 
k b c m m t 
f e r. n n % 
l m n o o 
l t m t n t o o 

ed avendo riguardo alle (a 3 ), (24) si hanno le equazioni seguenti : 
d A d A d A 

l -77 + m -7— + /» -7— - o 

<//, am, <//i t 

7 IH 

a — + /i t — + / -7— + /H = a 


ctf. 


tfo». 




d A r/A 

/» -77 + 0 -7— + e -7— + i»H-o 

a/, dm x dn t 

</A </A c/A 

7 ~jj + e — + c — + »H = o 


ilm. 


dn 


... . . d\ </A <M , , . , , , 

nelle quali le espressioni ~ , — , ^ sono le derivate del determinante A n- 
\ 111 

spetto agli elementi m t> n, che costituiscono 1 ' ultima linea , od a quelli clic 
costituiscono T ultima colonna ed : 

a h fi 
h b e m | 

Il = ± | 

I f e e n 

I /. m. n. o ! 


Quindi le coordinate del punto di conlatto delle prime rette colla conica ver- 
ranno date dai rapporti : 

d A 1 1 A d A 

x > )\ z t • j m • j n 

* » » 

ed analogamente per le coordinate del punto di contatto della seconda retta colla 
conica si avranno le : 

d A d\ d A 
X * : r * : *• ’ dj : <7^ : dn 

Rammentando che : 

i/A </A i/A </A tf A 

</»» ì/h, </»», dm dii % 
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d à db dà dà ^ (Pà 
di dm t dl t dm di dm, 

la equazione della rctla corda di contano sari : 

<Tà (Tà cfà 

~ x f r 4- z « o 

dmdn, dndi, J di dm, 

ossia indicando con x,, y t , z, le coordinate del punto d' incontro delle due rette 
tangenti : 

( a 5 ) (ax,+ hy, +/s,) x + (hx , + by, + ez ,)/ + (fx,+ ey, + cz,)z = o 

od anche : 

. da da da 

’ * dx / dy ' dz 

La retta rappresentata da questa equazione chiamasi la polare de) punto di 
coordinate x , , y, , z, il quale si chiama polo. 

Immaginando doe altre rette rappresentate dalle equazioni : 

Xx + uy + vz = o 

(a6) 

\x+py+»p=o 

e supposte queste rette tangenti alla conica , 1’ equazione della polare del punto 
comune intersezione di quelle rette sari : 


a h J 


h b c 


/ e c 

X fX V 

X + 

X fi v 

s + 

X /a y 

\ f*. 

I 

\ i*. 


\ i*. *, 


Si indichino con X, Y, Z le coordinate del punto d' incontro delle due polari; 
c con x,, y , , 2, le coordinate della comune intersezione delle rette (36): ponendo 
per brevità : 

bc-e?-\ , ac-J '= B ab-h'^C 
ef-bc-M , hc-bf=F iif-ae = E 

si avranno le ! 

A (y,\-y,z .) + 1 1 (•*•,=.- x.z.) + f (x,y r xy,) = * x 
HOWA) + B {*?.- Jr .= l ) + E (x.Tcxj.) - * Y 

0 1“») + ^ 
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essendo k una quantità indeterminata. Da queste equazioni ponendo : 

A H F 
R - H B E 
F E g 

si ottengono le seguenti : 

ró-7A=|jx(BC-E*)H-Y(EF-HC) + Z(HE-BF)j 
- |[x(EF-HC) + Y(AC-P) + Z(HF- AE) ) 
xjTJCj.- 1 { |x(HE-BF) + Y(IIF-AE) +Z( AB-Il*)| 

Si osservi che indicando con S il determinante : 

a h f 
h A e 
f e c 

si hanno le : 

BC-E‘=(iS , AC-F=AS , AB-Il'=cS 
EF-HC=AS HE-BF -/5 HF-AE=cS 

R«tS* (*) 

quindi sarà : 

7.=, -7,*. = 4 ( “ X + /iY + ^ Z ) 
z,x r z,x,- 4" (AX + AY + eZ) 
x .Tr x Jr |-(/X + cY + cZ) 

Y 

Ora 1' equazione della retta che passa pei due poli , ossia pei punti di coordi- 
ni *.) 7.) z .i x i> 7i> *< * la! 

C r.*,-7.*J* + ( z . x r z , x ìr + ( x .7> - x j ,)* - ° 

quindi sostituendo i valori trovati si avrà per equazione di questa retta : 

(nX + AY 4 J~Z)x + (A X + AY + <>Z)j + (/X + eY + f Z): = o 

O relazioni Terranno «limoslratc in gmrrair al §. f*.® 
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La retta rappresentata da questa equazione chiamasi la polare del punto di 
coordinate X , Y , Z ; ed i due sistemi composti , 1' uno del punto di coordinate 
x,,y„ z, e di quest’ ultima retta sulla quale esso è situato, e l’altro del punto 
di coordinate X, Y, Z c della retta (a5) sulla quale quest'ultimo punto i situalo, 
si dicono polari reciproci l’ uno dell’ altro. 

2 .' Chiamasi discriminante di una funzione omogenea a due variabili il primo 
membro dell’ equazione risultante dall’ eliminazione delle variabili dalle equazioni che 
si ottengono eguagliando a zero le derivale parziali di primo ordine di quella fun- 
zione rispetto a ciascuna delle variabili. Sia : 

ax l y l[bx'y + Gcry + ^dxy' + <•?"* 

la funzione omogenea della quale si cerca il discriminante. Eguagliando a zero le 
derivate prime parziali di essa rispetto ad x ed y si hanno le : 

ax? + 3 bxfjr + 3cjy^" + dy‘ » o 
bx' + + 3 dxy' y ey' » o 

Per eliminare le variabili x , y da queste equazioni faremo uso di un metodo 
dovuto al Sig. Sylvester, c dal medesimo autore denominato metodo dialitìco (*). 
Considerando le sei equazioni le qual! si ottengono moltiplicando ciascuna delle su- 
periori per x‘ , xy ,y', è manifesto che ritenendo le sei quantità x % , , x’y’, 

x y , xy ' , y l come le incognite ad eliminarsi si hanno sci equazioni analoghe 
alle ( 20 ), per cui il risultalo dell’eliminazione si ottiene eguagliando a zero il de- 
terminante dei coefficienti. Per rendere evideute questa dichiarazione scriviamo quelle 
sci equazioni nel modo seguente : 

ax l y "ìbx'y + ìcx > y' y dx^y’y . + . =0 

. + ax l y y 3 bx’y' + 3 cx'y 3 + dxy 4 + . = o 
■ -y.fr ax'jd y 3bx*y‘ + 3cx/*+ </p l = o 
bx s + 3cx l y y ìtlx'y' y cx'y*y . + . =0 

. + bx'y y ìcx'y' y’idx'y’ y exy* y . »o 
. y . y bx'y' y Zcx?y* + ’idxy 1 ' + ey' 1 m o 


C) Pliilojoj.liical M.igizinr. Junc >84 4 - 
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cil il risultalo «MI' eliminazione sarà : 


a 34 3c d o o 

o a 3b 3c do 

o o a 1b Se d 

= o 

b 3c 3rf e o o j 
o b 3c 3d eo| 

o o b 3c 3d e \ 

11 primo membro (li questa equazione ó il discriminante della funzione omoge- 
nea del quarto grado a due variabili. Il valore algebrico di questo discriminante 
venne dai Sig. ri Duole e Caylcy posto sotto la semplicissima forma : 

(<ie-4M+3c*) 1 - a y (nce - ad' -cb'-c’ + ibdc)‘ 

Dalle cose esposte risulta come in generale il discriminante di una funzione 
omogenea a due variabili del grado il, sia una funzione omogenea dei coefficienti 
del grado a(n-l). 


3.” Rappresenti u una funzione omogenea dell’ erresimo grado delle n varia- 
bili x, , x, . . . x.. Ponendo per brevità : 

du d Vi 

Ur = dx, Ur, ‘ ~ dx, dx, 

pel noto teorema di Eulero si avranno le equazioni : 


X U -VX II + . . 

8 1>t T 

• • + 

.-( r-i)u 

X II + x u + . . 

I «. 1 i ti 8 * * 

• + *.«., 

.-(r-i)u. 

:r l w < , >l + + • 

. . . + x„u n 


X t ll t + X % ll % + . . 

. _ + x n u m 

- ru 


La eliminazione delle x, , x, . . . x„ da queste (n+i) equazioni fornisce la : 


«... 

"... • 

«... 


«... 

«... ". 


"... 

"... 

r ” 


", 

U m U 

" r— i 
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u 


U um u l 










"... . 



"... 

"... 

r 


. "... 

«... 




± u 







r-i 





"... • 

■ "... 


u n 


«... 



0 






Ne risulta che per quei valori delle variabili x, , x, . . . X„ pei quali è nullo 
il valore della funzione u sarà eguale a zero il valore del determinante : 


«... 

"... 

"... 



"... 

"... 



"... 

«... 



u. 


0 


Se supponiamo n « a sarebbe nullo , per quei valori di x, , x, che soddisfano 
la equazione u (x, , x,) = o , il trinomio : 


o geometricamente se quella equazione si supponesse rappresentare una linea, sarebbe 
in ogni punto di essa infinito il raggio di curvatura cioè la equazione n(x,, x,) = o 
rappresenterebbe un fascio di rette. 

Così la equazione u(x,, x t , x,) = o rappresenta un cono. 


5.° Moltiplicazione ed elevazione a potenza 
dei determinanti. 


Considerando due sistemi di equazioni della forma : 

n lit x, + <t t- ,x, + . . . + 
a .,.- r . + a .,. JE '. + + 

a.„x, + + . . . + «.,.*.«11. 

c ,„ r , + <Y„r, + . + c,„/.=x, 

c „.r, + c „.r. + ■ ■ + c .,.r.=*. 

w. + c „.r. + ■ • ■ + 
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Se dai medesimi si vogliono ricavare i valori di jr , , . . . y m in funzione delle 

«i.i, . j c,.,, <?,„ . . ; u, . , . li. si ponilo seguire due differenti vie. O si 

possono sostituire nel primo gruppo i valori di x,, .. x„ dati dal secondo grup- 

po, e risolvere le equazioni risultanti; oppure si ponilo ricavare dal primo- gruppo 
i valori di x,, x, ... x„, e sostiloiiili nel secondo risolvere le equazioni che ne emer- 
gono. 1 valori clic in ambedue questi metodi si ottengono per le /, , /, • • - J, do- 
vranno essere identici ; e nell’ equazione che risulta dall’ eguagliare i denominatori 
di quei valori trovasi scritta la regola per la moltiplicazione dei determinanti. 

Pongasi nel primo sistema in luogo di x,, x, ...x„ i valori dati dal secondo, 
e facendo per brevità : 


l 3 ?) 



• A„ 

, r ... + 




si otterrà il gruppo di equazioni : 



+ A 

A,.,J\ + K.tXt + • • 

+ K,.J-= U , 

A..,/, + A, , r, + 

+ A 


e se da esso si ricaveranno i valori delle r , y . . . }\ , questi valori avranno per 
denominatore comune il determinante : 


“>, c „ 

. + + • 




, + + • 



a u, C .. 





1 + "...<Y. + ■ 

+ a .,. r .,.'A„ 1 

- 


, + a „. c .„ + • 




+ + • ■ + -A.,., 


Digitized by Google 



. a 3 



• 1 

K, h ,., ■ 

■ K. 


• 

h, , . 


(38) 

R = ± 

K., 

a.,„ 


Se all’ incontro dal primo sistema si ricavano i valori di x t , x, . . . x„ il de- 
nominatore comune ad essi sarà : 


P = ± 


a *.t ■ • ■ 


per cui se questi valori sostituiscansi nel secondo sistema , e dalle equazioni risul- 
tanti si ricavano i valori delle y tì jr, .. .y. , il denominatore comune a questi ul- 
timi valori consterà del prodotto del determinante superiore pel determinante : 


( I 2 9 ) 


Q-* 


c quindi dal confronto di quei valori si avrà : 
( 3 o) U-P.Q 


la quale è la forinola richiesta pel prodotto dei determinanti. Osservando alle equa- 
zioni (37) è manifesto come gli elementi costituenti una medesima linea del deter- 
minante prodotto risultino dalle somme dei prodotti degli clementi di una linea del 
determinante P per gli elementi delle varie lince del fattore Q. E evidente che il 
determinante prodotto si potrà ottenere anche eseguendo, quelle moltiplicazioni degli 
clementi dei determinanti fattori, per colonne, 0 per linee e colonne; in questi casi 
la forma del determinante prodotto non sarà più quella dell' K; ma i valori alge- 
brici di quei determinanti saranno identici. 

Cosi per esempio il prodotto dei determinanti binar) : 


I a b 

; c il • 


* P j 
7 * ; 
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si [Miri esprimere nelle quattro differenti maniere che seguono : 

ax + bp ay + bì ax+cy aP± ci ax + lry ap + bi ax + Cp ay + ci 

Cx + dp cy + dì bx + dy bp + di Cx + dy cp + di ’ ba + dp by + di 

Se gli elementi del determinante P saranno ordinatamente identici agli elementi 
del determinante Q I’ equazione (3o) darà : 

R = P* 

e gli elementi del determinante R verranno forniti dalle equazioni : 

a' , + a, , + . . . + a" , « h r r 

"r.l "-.i + a '.i a ‘.t + • • • + a,,»»/*,,, 

nelle quali le r, s ponno assumere i valori t , a , n. 

E importante I’ osservare che nel determinante , quadrato . di un determinante 
qualunque, gli clementi conjugali sono identici fra loro. 

Applicazioni, i .* 

La equazione del terzo grado la qnale incontrasi in Geometria allorquando vo- 
gliansi determinare gli assi principali dt una superficie del secondo ordine, in Mec- 
canica nella ricerca degli assi dei momenti d’ inerzia principali di uu corpo , delle 
forze principali d’ elasticità o degli assi dell' clissoide d' elasticità ecc. può scriversi 
sotto la forma di determinante nel modo seguente : 

a-\ y P 
y b-X x = o 
P x c-X 

Le radici di questa equazione sono reali. Questa proposizione già dimostrata 
da Canchy, da Kummor, da Borchardt, da Jacobi lo venne recentemente dal Si- 
gnor Sylvcstcr (*) con molta semplicità ed eleganza fondandosi sulla regola per la 
moltiplicazione dei determinanti. 

t*) PbiIo»<>|j b-icjl Mag.tzinc. 1 8 ja 
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Moltiplicando il primo mrailiro di questa equazione pel determinante f(l) si 
Ita il determinante : 

A-X’ F E 

F B-X’ D 

E D C-X* 

essendosi posto per brevità : 

a'+jS' + y*» A «£ + y(a+A) = F 

A’ + a’ + y'-B ay+/S(a+c)»E 

c* + ** + j3* = C £y4-j!(A+c) = D 

quindi avremo : 

-/(X) ./(-X) -X'-LX'-, M X 1 -N 

Osserviamo che i coefficienti L , M , N soio positivi giacché si ha facilmente : 

L -=a*+ A* + c*+ aa‘+ 2,5* + 2 y* 

M - K ab-/y + {(U--F)' + (Ac-a*)’ + 2(aa-/3y)* + 2(0/3-*-/)* + a (cy-a/8/ 

a y (3 * 

N = y A a 

(3 a c 

Pongasi : 

«=«,+/., A-A l+/ >, c-c,+p, \=X,+p 

la espressione /f-X) diventa : 

V \ ì & 

?R,/“ 7 M. * 

/3 a r r X, 

e la equazione f(-X,). j.'Xj-o sarà della forma : 

X*-L 1 X,4+M,X; N,-o 

nella quale i coeiCcienti L, , M, , N, sono positivi. Quindi per la regola di Carte- 
sio nessuno dei valori di X* potrà essere negativo , cioè non potrà essere (X-/>)* 
eguale a -i/' , c quindi non può essere X-p-f-q^-i. Ne deriva che le radici dcl- 
I’ equazione /{->•') = o sono esenzialmentc reali. 

4 
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Osserviamo clic questa dimostrazione, come quelle - dovute ai Sg/ 1 Jacobi e Bor- 
di ardi , si estende all'equazione della medesima forma dell' ennesimo grado \ il che 
▼edremo in seguilo. 

a. 1 Sieno *, , y, j , 0 É , /, j , /3,, •/, i coseni degli angoli che tre 
rette condotte da un medesimo punto formano con tre assi ortogonali^ ed w,, w t , &>, 
gli angoli clic quelle rette comprendono fra loro. Si avranno le note relazioni : 


e quindi : 


(3i) 


a .'+. 5 .' + 

a .’ + iV + y>' 


*. t 5 , •/. 

t 

*. i 9 . V, 

- 

a . t 3 . /. 



a , a , + / 3 ,/ 3 .+y, 
a , a . + i 3 A + /./,* cusw . 
V.+/ 3 ./ 3 . + '/J'.= cos “. 

I cos a», cos 
COSU,. I COSW, 
COSAI, COS 6), I r 


Ora è noto che indicando con a, b, c i coseni 4egH angoli che la perpendi- 
colare al piano determinato da due rette p. e. la seconda e la terza fa cogli assi 
ortogonali si hanno le : K 


e che : 


a = ± 


P.YrP.7, 

sento, 


? 


b = ± 


sento ( 




c-± 


sena, 


a a, + bj 3, + C/,” sena, . sen fi, = sen w, .sen 5, 


essendo 5, , fi, , fi, gli angoli diedri compresi dai piani di cui le comuni interse- 
zioni sono le rette prima , seconda c tenta. Sostituendo questi valori nell’ equa- 
zione (3i) si avrà : 


srn sen u,.sen fi, = scns^.senu,. senfi, =± V( 1 -cos , u 1 -coS , w t - cos 1 u, + acos u 1 cos w, cos u,) 

3.* Mediante la moltiplicazione dei determinanti si potino ottenere alcune trasfor- 
mazioni di determinanti, le quali sono utili in molte ricerche. Daremo due esempj 
di simili trasformazioni. 

Se il determinante P viene moltiplicato pel determinante : 


», 


. ® • 

. . . 0 

a . 

-a t 

, «... 

. . o 

a , 

. o 


. . . ò 


o 

0 . . 



Digitized by Google 


e supponiamo le indeterminate a, , . a. 

soddisfare le n equazioni 

+ «.«„. + • ■ 

• + = i 


• + *o 

+ *.«„. + • ■ 

• + = O 

il determinante prodotto sarà : 







I = 



i 

m 

. 









Ora osservando che : 



si avrà : 

s-(-i r»., 

.. «... • • 

- «-.,. 



«,..••• 



L’ utilità di questa forinola venne già provata dal Sig. Ilermite (*) in una ri- 
cerca nella teorica dei numeri. 

Come un caso particolare di essa si ha la equazione : 


r.-r, 

a b 

*.~ x , r.-r , 

a b 


•Il Zi 

a b 

* . r. 

a b 

Zi Zi 

a b 


il secondo membro della quale, supponendo die le x, , jr, , jr : x„ y, rap- 
presentino coordinate di punti situali sull’ disse di cui i semiassi sono a , b ; è 

. • ••••• 

eguale a ± ~ ~ , essendo A I' area del triangolo avente i vertici degli angoli in 

quei tre punti. Ora se con à , p , v si indicano le lunghezze dei lati del trian- 
golo, e con l,m,n i semidiametri dell’ disse rispettivamente paralleli a quei lati, 
quadrando 1' equazione superiore si ha : 


(*) Journal de Liouvillc. T.* l$. 
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Quale secondo esempio di trasformazione di determinanti dimostreremo un teo- 
rema enuncialo dai Sig. Sylvester (*) c del quale il medesimo autore fece varie 
applicazioni geometrirlie. 

Teorema. U valore del determinante : 


(3a) 


"... 

fl l.» • 

«... 1 

«., 

"... 

«... 1 


«... 

• «... ' 

I 

1 . . 

I o 


è eguale a quello del determinante : 


nel quale : 


A... A ... 

A',.. 1 

^,1 * 

A,,, t 

A... A.,.. 

A.,, i 

1 1 

1 o 


A r ,, = a,,, + A,+A, 


essendo A, , A, ... ; k t , k t . . . due serie di quantità affatto arbitrarie. 
Infatti si moltiplichi il determinante ( 32 ) pel seguente : 


i o ... o k t 

o i .... o A, 

o o .... i k. 

o o ... . o t 

0) PkiloM|>hical gazine. i85a. 
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ed eseguendo la moltiplicazione per linee si ha : 


tì ltl +Ar l 


. . I 



. : i 

a„ it + A-, 


. . t 

I 

i 

. . 0 


Si moltiplichi questo risultato pel determinante : 


i 

0 . . 

. . 0 

0 



0 

I . . 

. . o 

o 







= ± 1 


0 

0 . . 

. . 1 

0 


. e - 


A, . . 

■ K 

I 


' - 


eseguendo il prodotto per colonne si avri : 

A=H 


come si doveva dimostrare. 
La equazione : 


PQ-R 


derivala ordinatamente rispetto ad a, t a, t . . . ri,. , , avendo riguardo alle (a-) 
di origine alle equazioni seguenti : 

dP dR rfR dR 

O « c + c + . . . + c 

da r , x - Jh"„ - 

^ dP </R rfR dR 

■ Q s- -as^. 


dP 

» 

da, . 


d R dR db 

c .- + zr~ c - + • • ' + ~ c - 


dh 


ah , <t "• ' dh r „ — 


dQ dQ </Q ... 

Si moltiplichino queste equazioni per — — , — — , . . . - — ■ , c sommanuo i ri- 
sultati si ha : 


( 33 ) 


dP dQ. dP_ dQ dP dQ 

àa, A dc, t da, t de da rj , de „ <///,,, 
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essendo la espressione : 


dQ 


dQ 


IQ 


c ' < TT~ + c '* ~TT + ■ • • + c -,. , . 

- dc, t de 

per quanto si è dimostrato al §. 3°, eguale a zero od a Q secondo clic i simboli 
r , s hanno valori differenti od uguali. 

Se gli elementi del determinante P sono rispettivamente identici a quelli del 
determinante Q , la forinola (33) dà : 


dP dP dP dP 

da, t da M da r l da,. + 


dalla quale supponendo r=f si ha : 


dP dP dR 


da., da 


<U>. 


/dP\* / dP \* /dPy dR 

(ddJ + UJ + - + (d^)“^; 


(35) 

Esempio : 

( ! A-«W + -7,*ò’+ (PjrP, 7Ò'= («.'+/V+ /.*) K'+A’+y.*) - (wPfc. 

È evidente che mediante la derivazione si ponno ottenere altre relazioni fra i 
determinanti P, Q, U: fra queste notiamo le due seguenti. Si derivi la equazione : 

_ dP dR dR dR 

(36) Q dr: m dr-. c - + dìr C " + --+dJT C >' 


rispetto a c r , 5 e la equazione: 


„ dP dR 
P - — - - - — c 


dR 


dR 


dar,. dhr,, + diir , , <V> + ' " + dh r ,n ^ ’ 


si derivi rispetto a cy ; sottraendo i risultali si ha : 


dP dQ dP dQ 
( 7) dar,. dCry, ' da,,,' de, ,, “ “■ 


G/lyS df 1,1 


<ru 


I dhr t v 

nella quale le ti; t» si intendono assumere lutti i valori 1 , a , n. 
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Derivando ia (36) rispetto ad a r y i , e rammentando le equazioni (5) (6) siila: 


(38) 


Q 


<fP 


liti,,, dllr 


= 2*2, 


*-u,t 
Cr,!' C,,, 


<r r 


dhry dhr , u 


Se supponiamo che gli elementi del determinante P sieno rispettivamente iden- 
tici a quelli del determinante Q si ha h u , r = /»,■ , u , e quindi dal confronto delle 
due equazioni (37), (38) si ha la ( 14 ) trovata al §. 3.“ 

Consideriamo i seguenti due sistemi di equazioni : 


dP </P ,/P „ 

c, , -, — + c -, — + ... + <• - — = 11, 
“A,, da,, " da,, 

dV dV </P 

'-a;, s;-"- 

dV 


d P 

C -da r * C ~ da. 


dV H 

* c -dT mK 


JQ d Q 

d Q </Q 

a ''d^. +a ~dT + 


• ♦ 5T = K - 

a.* 

</Q 


<*Q rfQ 

rt r . — + a r a - — + . . . + a r . — = K. 

- de., “ de ... de.. 

Moltiplicando le equazioni del primo sistema ordinatamente per 

oc,, oc, 

e sommando i risultali si ha : 

rfP 


M *-l 


O- 


ed analogamente : 


da. 


d P 


d P 
' </«. 


u d Q z/Q 

II, , -7— + H,,-; + . . 

de,, '•de,., 


H d< * + H rf Q + 

Il II 


tt TI ^ 

Il ^ 

' ' + H e- j 

de.. 


</Q 

de.. . 
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Queste ultime equazioni moltiplicate ordinatamente per a ti , n r % . . . <i, 3 e som- 
mate avendo riguardo al secondo sistema danno % la : 

<3g) PQ = H r ,, K,„ + II,. +....+ JI,„ K,„ 

e moltiplicale per a 4 l a l t . . . a M e sommale danno la : 

o = II,., K. , t II,,, K,„ + . . . + H,„ K. t . 

Le H,, , H, it . K, , , K m . . . sono evidentemente determinanti dell’ennesimo ordine. 
Applicazioni. 

i.' Si immagini un tetraedro riferito a Ire assi ortogonali aventi 1' origine nel 
centro di gravità di una delle faccie. Si chiamino a, b, c le aree delle altre tre 
faccio ; a,, /3 tl y j a tl 0,, y,$ Q l , y t i coseni degli angoli che le perpendicolari con- 
dotte dall’ origine ai piani di queste faccie formano coi semiassi delle coordinate 
positive ; X, , a, ; x,, y t , a, ; x ,iTn z i le coordinale dei centri di gravità delle 
faccie medesime ; v il volume del tetraedro. 

Per un noto teorema dovuto al Sig. Cauehy si hanno le nove equazioni : 

oayc, + 4a t x, + Cape, = v aajr t + b*jr t +c*jr t ™o /i* 1 T 1 + 6* t z 1 +C« 1 a J »o 
(4o) «/3,x, + + f ^r r i - o a Pj,+W.)\ +c P,r, = v “! } , Z , + IP. I . + C P?, = 0 

a/A, + hf r , + c-/pc, = o «y,r, + by,r, + c 7,r.“° «7,*. + b, 5, + <7A - »» 


Ponendo : 


si ha : 



fla, bt t t 

fa, 


*, «, 1 

p = 

“0, W, 


= nbc 

0, /3. P, 


«y, b. 

V, 


r, ti /. 1 


Q 


x, x; x, 
7, 7. 7. 


PQ = v»’ 


Ora per una formolo conosciuta si ha : 
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e se con u si indica il volume del tetraedro avente i vertici degli angoli triedri 
nei centri di graviti delle faccie del tetraedro dato si ha : 


per cui sarà : 


Q = 6u 


V=2 


Dalle equazioni (3y) si hanno le : 




d R v </R v </R v 

R ’ R ’ aZ,= d^ R 


posto R 


quindi ! 


e da questa : 


• r ,V, +z , 



I 


a bc 

— — sen u 

9 " 


indicando l la lunghezza di uno degli spigoli del secondo tetraedro , ed a 1’ an- 
golo diedro compreso dalle faccie di area b, c. Ma se con X si indica la lunghezza 
dello spigolo opposto a quello comune intersezione di queste faccie si ha : 

a bc 

T T sen " 

dunque : 
a.' Posto : 



x , >/,, *. 


", ! b , } ", 

p . 

! r. > z . 

Q - 

, b . > ", 


> r, > *, 


", > K, ", 


si hanno le : 



*■>/.» s . 

1*. /. 2 , 


k> r, > z . 


", 


"■.7, =. 


", *, c , 

PQ =* 

", 

b . ", 

+ 1 

<t. ft t e t 



+ J 

", ", 


", b . ", 


x ,> 7 i> z » 

k b > ", 


k /, =. 


", b , ", 


J , r, 2 , 


z . 


5 
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*. 7l 2 . 


x, 7. *. 


*,>/,> 2 . 


a . 6 . c , 


7. 2 . 


a . C 

0 = 

a, b, c , 


a . K c . 

+ 

«. fc . t- . 


•r. 7. *, 

+ 

«. c . 


n t /> t c. 


7, 2 . 


a , K c . 


•*. 7. 2 . 


a, b, c. 


7. 2 > 


*.7. 2 . 


X V JC y y y 

Se le — , — si suppongono coordinate di un punto A , le — , — ; — , — di 

s , 2 . *■ 2 . z . 2 > 

due punti B, C, e cosi le di altri tre punti a, b, c le equazioni su- 

c c 

» I 

periori equivalgono alle proprietà geometriche : 

ABC . abe ■= A Co . Bic + ACè . B oc + ACc . Boi 
o « AGi. A6c + AC6.Aac+ ACc . Kob 

essendo ABC , abe ecc. le arce dei triangoli ABC , abe ecc. 

O." Determinanti aii elementi reciproci , o tlcleriuinanti 
di determinanti. 

Rappresentando con P il determinante : 


«... 

«« • 

• «sì. 

"... 

«... 

• «... 

«... 

«.a 



e posto per brevità a rt = ; chiamasi determinante ad elementi reciproci cor- 

rispondente al determinante P il seguente i 


<40 


s = 


a a. ... a 
*ì« ’ W 

ce , a.. . . . 


*-o ■ • • 


È noto (§. 3.“) che fra gli elementi del determinante P , c quelli del deter- 
minante S hanno luogo le relazioni i 


<40 
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quindi moltiplicando fra loro i determinanti P , S ai avrà : 


P.S = 


Po ... o 
ò P o 


O 0 . . . P 

dalla quale : 

( 43 ) S = P~ 

Se nella seconda delle equazioni (42) si pone s*=i, a ... ri/ si ottengono 
n equazioni dalle quali si ponno ricavare i valori di a r t , a r l , . . . « w . Trovasi 
facilmente essere : 

1 c/S 


a "’s*Z P 


e quindi per la equazione ( 43 ) : 

( 44 ) 


,/s 

!»■-*„, f = __ 


Indicando con T, V i determinanti ad elementi reciproci corrispondenti ai de- 
terminanti Q , R (equazioni (38) , (39) ) si avranno le : 


T = Q"- 1 

e quindi per I’ equazione ( 3 o) : 


V = R- 


V = S.T 

cioè il prodotto dei determinanti ad clementi reciproci corrispondenti a due deter- 
minanti P, Q è eguale al determinante ad clementi reciproci corrispondente al de- 
terminante R prodotto dei due P , Q. 

Applicazione. 

Si considerino le equazioni (20), e si indichino con x, a : X rt : ... : x rJ , i valori 
dei rapporti x,:X,t . . . tx, che si ricavano da n-i di quelle equazioni escludendo 
la r esima. Si avranno le : 




X — 2 : a • a 

ev» f-j 
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Sostituendo quest! valori nel determinante : 






■ 

e 

• A = ± 



j 





• • 


A. ±).. ri- 


essendo X una indeterminata. Se supponiamo i si ha : 


l 

I 




Mediante queste formole si potuto risolvere i due problemi: i.° Trovare l’area 
di un triangolo essendo date le equazioni dei lati. a.° Trovare il volume di un 
tetraedro essendo date le equazioni delle faccie. 

Le equazioni (43), (44) e 1* (>4) trovata a) §. 3.° appartengono ad una se- 
rie di relazioni sussistenti fra determinanti di determinanti, le quali si deducono da 
due formole generali come ora veniamo a mostrare. 

Consideriamo i due gruppi di equazioni ( 16 ), ( 17 ), e scriviamo t + t qualsivo- 
gliano equazioni consecutive del primo di essi nel modo seguente : 


Sr,iati + Ur,j-H Xoi +....+ ttr,u Xu s tt|-“ (Sr,iXi +•■■+ X,-) + O/yu+i Xu+i + , . . + Or,nX„) 

Or+l t *X,4fl r ,.| | i+,Xj+i-K..+fli-H l uXu~M/H-|-(Ur4i,|Xi+...+tI r +i ( **,Xi— i+flpti l u+|Xu,.|+...+fl r +, 1 nXn) 


x, + r,4i + . . . "t-u^uXu = zz* — (ov, 1 x, + . - . + r,-, + O . . i. . I Xu • i 4 ... + ) 

essendo u*=s+i, y = r + 1 ■ 

Si indichi con P,. t >* il determinante : 


tir,* 

«V+l 

• . Or,u - 1 

Or, ai 

Or+i, 

flr+ipA+l * 



! V 

+ 1 

■ - <^ 11-1 

47^01 


c ricavando dalle equazioni superiori il valore di x u si ha facilmente la equazione: 

e/Pru </P,,u 

(45) P Hl ,* l+ ...4P^ 1 r,. 1 + P,,.X a+ ... + P,,nX n -« r ^ + tW, ; ^ + ... + «e ;? — 
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Scrìviamo ora n-i equazioni scelte opportunamente fra quelle del gruppo ( 17 ) 
nel modo che segue : 

Stj r i U, + . . . + 0 t r _i ( | Ur ~ I + Uff + . .. + «n,i Un — P*?i “ (*r,i Wr + ...+ «*-1,1 W*-i) 

«i .’xUy + . . . + «r-ij-jKr-, + U v + . . . + cingila = Px» “ ( a r,i W/-+... + 


U| +...+ S*r-i^-i Up_i + */*,*—! W rt = PjTi— | — (®r,i-i W»+. • •+*>»— I,»— |Mi*— 1) 

+ • • • + + *k>,iiW|/+ • • • 4 ■ — P*fu” (*r,a + *•• + *»*— i,u Mi»— 1 ) 


#t,nMi + • • • + *r-i,/»4^i +*»«,« + . . .+S n| qU n = Px n — (&r,nU r + . . . + 2k-i,«Mi>-i) 


e ricavando da queste il valore di u* si ha : 


c « n / d$ v u dS vu dS>,, u 

(4°) Sr i uWr^S rtl , M M r+1 + ...+S»,, 14 Wv=Pl X, -3 +..+X,-, - +X„ 

\ 0*^,1 aatv.u 


posto : 


«1,. 


**,i 

«K+I,l 


«1.» 

• - 

«w,a 

■ 

• . *n,i 

*1^-1 • 

• ■ 

®m f i- 



t u 

■ • Ofr—ifU 


1 ,u 

• • *Jt,U 


• • *r- 1 t n 

& 01,11 

*»»+■ 1 ,1» 

• *n,n 


</s, 

v*,. 


?) 


Osserviamo che i valori di x„ ricavabili dalle equazioni (45) (40) devono evi- 
dentemente coincidere , giacché mediante le equazioni ( 16 ) non si può esprimere che 
in una sola maniera il valore di x« in funzione delle quantità x, , . . . X,-, , 
.r„ tl . . . x m ; u r , Br+i , . . . «„ in numero n. Quindi eguagliando i coefficienti 
di u r+a (essendo a un numero qualunque fra quelli della serie o, l ... i) nei due 
suddetti valori di x u si ottiene la equazione : 


p d Py lU 


d&v t u da r . a ,\I 


■ P„,u Sr+a.u 


Da questa supponendo a = i si ha : 

(47) 


n dSr t u d Pt> t u n c 

1 » . — * V t U 


dstyu da* 
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c siccome ;■ 


si aeri : 
c quindi : 

(48) 


fi St< t « A fl^V t U p 

— — I , Ji A I ' -j — 1 A - 1 ,&- ( 

HSi,H (Ititeli 

P ■S|A^-| ] X|^| e P|'|tt'S(P 1 u 

P Sv+f^r-w Pi*— l ,M— i ■ Pi*+c-i,u+r— l S|f ( u 


Se in questa forinola facciamo r=s= i si ottiene quella data dai Sig." Jacobi 
c Spottiswoode. 

È evidente che una seconda forinola analoga alla ( 47 ) si potrà ottenere ese- 
guendo la indicata operazione sopra i - 1- 1 equazioni consecutive qnalsivogliano del 
gruppo ( 17 ), ed n-i equazioni scelte opportunamente fra quelle del gruppo ( 16 ). 
Si arriverà così all’ equazione : 


(49) 


nella quale : 


p dP Ult 
dx u , e da u , ./ 


IV 8», v 



a i,r • 

• *«— 1 , r r 


«ijrfi • 

• a u— i,i-+ i «»» t r+i 


*§p 

• * *«»,»» 

ed osservando 

essere : 

si avrà : 

dS UlV 

—z = 

« a li, V 


(5o) 

P c . Su-i^i 

Se nella equazione (48) si 

si ha 


Pr-, 


1 V 


a,, t 


&I,M 




. . rtj— 

«f-l 



<*«,! 

• • <*u,r-t 

(fu,m 

a u,v + 1 

.. rtuju 

4*n,l 

. . d n>r -t 

G rifili 

(Ib^+i 



il Pii,» 
d(lu.* 


P 


y-t-ijp+i 


= P„, v Su-tc-i, 1--K-I 
, c quindi v=r , u=s -, essendo : 
S r>J -S 


P* S, 


e+e,i+c : 


1 r+v-i,»+c- 


-.S 


la quale comprende come caso particolare tanto la (43) , che si ottiene ponendo 
r=i»t , c=n ; quanto la ( 44 ) la quale si ottiene ponendo c= 1 . 
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Analogamente se nella equazione (5o) ponesi i»o osservando che : 


% 


si ha : 


(*) = I P,,v « P 

P 1 *" 1 • P#+e,nec = §z +e_ i /vfe- » 


dalla quale si ottiene la (i4) ponendo c=a. 

Applicazioni, i .* 

Si indichi con : 

(5i) U = l,a r ,x; + a 2 r 2,a,„ a:,x, , 

nella quale , una funzione quadratica ad re variabili. Osserviamo che il 

determinante P è il discriminante della funzione U ; cioè è il risultato della elimi- 
nazione delle x,, X, ... X. dalle equazioni : • 

dU dV dV 

dx, dx, dx. 

La funzione quadratica ad n variabili : 

"V = i a z'+jl Z « Z Z. 


nella quale ^ — chiamasi funzione reciproca della U. Vedesi facilmente che 

la funzione V può esprimersi sotto la forma di determinante nel seguente modo : 


(5a) 


a ,. 


• 


«a. 

«» • 




«.a • 


2. 


z . • 

• • z . 

o 


e la reciprocità fra le funzioni U e V rendesi evidente considerando che per 
I* equazione (44) : la funzione U può porsi sotto la forma : 


O tai i ululicela delle equazioni - t , m i ccc. provali facilmente enervando le identità : 


a b 

c d 


IOO 


O O 1 


ò a il 

o c d 


alo 
c d o 


m CCC. 
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4 ° 


u- , 


«... •*■. 


(53) 

Supponiamo : 

( 54 ) 

questo caso ba 

(55) 


I’cr dimostrare questa proprietà rammentiamo (pag. 6) ebe se agli elementi 
dell' ultima colonna del determinante V si aggiungono ordinatamente quelli della 
penultima moltiplicati per -x.; quelli della terzultima moltiplicati per - ar . , , c 
cosi via, il valore del determinante medesimo non si altera ; ma eseguendo questa 
operazione il determinante V osservate le equazioni (5t) (54) si trasforma nel 

seguente : 


1 X, X, . . . X. 

0 1 

+ • • 

■ + 0 ,.. 

.a„x, + n„x,+ . . 




equazione : 


V--P.U 



«... 

"w 

• a t,* 

0 


"... 

• "_. 

o j 



■ ■ «... 

o I 

**» 

■ 

■ “ 

u| 


e quindi ba luogo I' equazione (55). 

La equazione U«o, per n = 3 od ti = 4 può rappresentare una conica od una 
superficie del secondo ordine; cd in questi casi l'equazione V= o rappresenterebbe 
le rispettive polari reciproche. 

Le forinole superiori sono dì molto uso nella teorica delle polari reciproche ed 
in altre quistioni geometriche intorno le linee e le superficie del secondo ordine. 
Mediante la (55) possiamo risolvere il seguente problema : Data la equazione di 
una conica e le coordinate di' un punto stabilire un criterio per distinguere quando 
il punto sia interno ud esterno alla conica. 
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Siccome un punto (-Marnasi esterno od interno ad una conica secondo che da 
esso si possono condurre o no due tangenti reali alla conica, cosi il criterio richie- 
sto si avrà dall’ essere reali od immaginarie le coordinate dei punti di intersezione 
della polare del punto colla conica. Ritenendo le denominazioni dell’Applicazione 1.* 
del §. 4.” trovasi facilmente che la condizione a verificarsi affinché i rapporti x:y. z- 
delle coordinate della comune intersezione della conica <f(x,y, z) = o e della polare 
del puuio di coordinate .r, , y , z f sicno reali è la : 


a h f x, 
li b e y, 
f e c z, 

1 r. 0 


>0 


nella quale si è posto : 

3r,~ax,*hy,*fa,, r^hx. + ty.+ez,, z,=/x, + <■/,+ fi, 
ossia osservando alla equazione ( 55 ) il criterio richiesto sarà : 




a h f 
li b e 
f e c 


<0 


Quindi il punto sarà esterno od interno secondo che quelle due espressioni avranno 
segni uguali o contrarj. Notiamo che la prima di esse annulla» quando il punto 
é situato sulla conica ; e la seconda quando la conica sia un sistema di due rette. 

2.* Considero il determinante : 


H = 


"vi «u. 


s . 



«. z . 

"... «... 

■ 

«. *. 


a m 

a p 

S » Z * ' 

• Z n 

7 * 


per la forinola ( 1 4) si avrà: 


JI 


d*H m d\\ dn 

dxdi dx di </j 3 dy 
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4 » • 

ossia ritenendo le denominazioni dell’ Applicazione i .* e supponendo a,., = 
a /3 - y = $ = o si lia : , 

(56) HP=VL-M* 

post» : 




L = 


a . . <i ( 

ri, 


Sia A„ , una cji 




M- 


a u 

• a. 


**■,1 a *A ' 
*, * . 


piantila legata colla a rtt dalla equazione : 

A,,, = + «,*, 

ed indico con P, , L, , V, , M, , H, i determinanti che si hanno ponendo nei determi- 
nanti P, L, V, M, H gli elementi A,, in luogo degli elementi a,,. Mediante il 
principio che il valore di un determinante non si altera aggiungendo ordinatamente 
agli elementi di una linea o di una colonna quelli di mi’ altra linea o di un’ altra 
colonna moltiplicati per una stessa quantità si dimostrano facilmente le equazioni : 

L = L, M = M, , H = II, 

Ora osserviamo che il determinante V si può scrivere nel modo seguente : 


"... 



», 

"... 

«M 

«s. 

*. «. 

"... 

".a 

a m,n 

2. «. 

5 1 

». • 

■ *. 

0 0 

o 

0 

. . 0 

0 I 


e quindi aggiungendo : agli clementi della prima colonna quelli dell' ultima molti- 
plicati per a, , agli clementi della seconda colonna quelli dell’ ultima moltiplicati 
per a t e cosi di seguito ; pel principio su esposto si avrà s 

A ... A m A w. 2 , «. I 

A w A m A., a, a, 1 


A... A, 


A«.» 2 . »„ j 
2. 0 0 
a. o I ! 
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ossia : 

V = V, + H, = V, + Il 

Cosi il determinante P si può scrivere : 



o o 01 


ed eseguendo 1' operazione indicata più sopra si ha facilmente : 

I 

P-P.+L.-P.+L 

Questi valori di L e di II sostituiti nell'equazione (5G) danno la: 

(57) M’-PV.-VP, 

Abbiamo denominata la V funzione reciproca della U ; evidentemente la V, 
sarà funzione reciproca della funzione quadratica : 

U + fox. + a.x, + . . +«.x„)* 

Se supponiamo n = 3 le equazioni : 

U = o, U + (ot.x, + a,x, + «jX,) 1 » o 

rappresentano due coniche aventi doppio contatto , e le : 

V = o , V, = o 

sono le corrispondenti reciproche polari. Ora per 1’ equazione (57) la V,=o può 
assumere la forma : 

P,V + M* = o. 

il die mostra che le due reciproche polari hanno pure doppio contatto e che la 
corda di contatto è la retta rappresentata dall’ equazione : 

- M « o 

Un analogo teorema ha luogo per le supcrfid del secondo ordine (*). 

(*) Cerne- Journal tur dìe Mathemalìk. Band. li. 
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!H> !•* Delle proprietà «lei determinanti minori. 

Chiamasi determinante minore di un determiuailte completo : 


"... 

".a • 

■ "... 

"... 

"... 

"... 


"... • 



il determinante che ai ottiene trascurando un qualsivoglia numero di linee e di co- 
lonne del determinante completo. L' ordine del determinante minore viene determi, 
nato dal numero delle linee e delle colonne che si trascurano; cosicché il determinante: 

<*i,t <*1,1 .... d, t n-~m 

<*a,i <*a,a .... 4 *a ,n-m 


a n-m, t j 

è un determinante minore dell’ m esimo ordine. Se gli elementi principali del deter- 
minante minore hanno ciascuno il primo e secondo indice identici , come ha luogo 
pel determinante (58), il determinante minore chiamasi principale. 

Per rappresentare questa specie di determinanti mediante simboli, consideriamo 
i determinanti minori dell’ ordine m esimo del determinante P ; e fatte le : 

n(n-t). . . (n-m+i) 
i . a . . . m U 

combinazioni ad m ad m degli indici t , a , n ; scriviamole di seguilo secondo 
una determinata legge; per esempio incominciando da quella nella quale il prodotto 
degli indici è il più piccolo, nelle altre che la seguono il medesimo prodotto vadi 
aumentando. A queste combinazioni cosi distribuite si facciano corrispondere i numeri : 

i , a , 3 , u 

Sieno r , s due fra questi numeri ; se nel determinante P si sopprimono tutti 
gli elementi che hanno il loro primo indice compreso nella combinazione r, ed il 
loro secondo indice compreso nella combinazione s, gli elementi die rimangono for- 
meranno un determinante minore dell' ordine m. Indicheremo questo determinante 


(58) 
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4 3 

minore col simbolo WP p ,« , quindi il simbolo WP V rappresenterà un determinante 
minore principale dell’ m esimo ordine. È evidente che il nnmero dei determinanti 
minori dell'mcsimo ordine eguaglierà in generale il quadrato del nnmero u, per cui 
mediante i determinanti medesimi si potrà formare il determinante : 


WP,,, 

<-)P,,Z . 

. <">P,,U 

<«>P,,, 

<»Pz,, . 

. <">p„« 

<">P„, 

WPu,, . 

. (")Pu,u 


Questi determinanti di determinanti minori . considerali la prima volta dal Si- 
gnor Cauchy (*), vennero chiamati dal medesimo autore determinanti derivati del 
determinante P. 

Chiamasi determinante di complemento del determinante minore WPr,, il deter- 
minante minore dell’ ordine (n-m) che si ottiene dal determinante P trascurando 
tutti gli clementi all’ eccetto di quelli che hanno il primo indice compreso nella 
combinazione r , ed il secondo indice compreso nella combinazione s. Questo de- 
terminante di complemento può indicarsi col simbolo <"-")P_ r> _, ; ed il determinante 
di complemento del determinante (58) sarebbe : 


fl K+l,P+l 

ti*+ !,•»+» • 

. . ì1v-\ t f | 



. . Q V . 

1 


■ • tifigli 


posto n-m = o. Il determinante derivato dei determinanti di complemento dei de- 
terminanti costituenti il determinante (")S U si potrà indicare con C"-*>Su ; ed i de- 
terminanti (*0S o , ("-"-Su si chiamano determinanti derivati di complemento. 

Rammentando la regola per la formazione dei determinanti esposta al §. 3.° 
(pag. io) si concepirà facilmente la sussistenza delle due equazioni : 

(5 ) (”'P.,. <»-">P-,,w + <“^P V <*-">P-*,_ + . . . + C")Pu, ("-"tP-u,-, - P 

MP,,, ("-" P.,,., + (">P,,, ("-")P_^_ + . . . + = O 

Se in queste equazioni poniamo r ed s eguali ad l , a , 3 ... « si hanno u' 

equazioni col mezzo delle quali applicando la regola della moltiplicazione dei dcler- 


O Jouiiui Ut l'Éculi Pol^ifcnitpic. Ctliier »j. 
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minanti si ha : 

WS. = P" 

La forinola (43) si ottiene da questa ponendo m-i. 

Osserviamo che per le fatte convenzioni riguardo ai simboli dei determinanti 
minori 1’ equazione (36) prende la forma : 

QCOP,.,, » 0)R r(1 C«-OQ-i,_ + <■»,., <-»Q., i ^ + . . . + <OR v , 

rosi la (33) potrebbe scriversi : 

QwPv - <»Rr,, <“-*5Q_,,w + 4- <«* 

posto i - -1 — — ; ed in generale la derivazione eseguita m volte sulla equazione : 
2 

PQ = R 

conduce evidentemente alla : 

QC«>P rj , . C"OIÌ rjl ("-«OQ.,.., + WR rl <•—><}_,,_* -e . + WR r> „ 

Se in questa poniamo r- ì , a, 3 « si ottengono u equazioni le spiali or- 

dinatamente moltiplicale per : 

WQ,,, «Q,,, WQ,,, 

e sommate avendo riguardo alle : 

+ <WQ,,, ("-‘"Q-,,-, + + wq <( . = Q 

( Co ) (»,Q tjl (»— IQ-r,-, + WQ,,, MQ^., + . . . + WQ V Ca-«)Q_ r .. = o 

danno la seguente : 

(6t) «P r ,, WQ„, + (m)P v WQ,,, + . . . + (»)P rfU <«)Q,, U = <-)R,,, 

La (33) si ottiene da questa ponendo m**l. Se supponiamo r=s ed identici 
gli dementi corrispondenti dei determinanti P , Q si avrà : 

(6a) (WPr,.)’ + (<«>Pr, ,)■ + ... + (WPr, u)‘ « 

indicando con MT« , ("OV. i determinanti derivati dei determinanti Q, R si 
avrà per la equazione (6t) : 

t«"S. <" T. » WV„ 
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«1 analogamente : 

- <••-*) V„ 

Col mmo delle equazioni (5g) (Go) si potrà ottenere una equazione la quale 
comprenda come caso |>articolarc la ( 39 ). Seguendo il processo di calcolo adope- 
ralo [>er giungere a quest’ ultima si ottiene fàcilmente la : 

(63) PQ - A,,, K,,, + IL , 7 K,,j + . . . + !l^ K #rU 

nella quale : 

H,,r - T_,_, + ...+' 

K,,r= <">P,, t + C«)P V + . . , + ("-" Q-r.-a ^Piv 

La lòrmola di decomposizione (63) è dovuta al Sig. Sylvester (*). 

Applicazioni. 1 .* 

Rappresenti : 

I U = 2, 2, a ri x, x, 

una funzione quadratica ad n variabili. Trasformando questa funzione in un’ altra; 

V - 2,2, A, , z,z. 
mediante la sostituzione lineare : 

x . “ + c „ 2 . + -• + 

x . + c n 2 . + • • • + 


X. = C„Z, + C„Z, + . . + C„Z. 

si ba come è noto : 

(64) A„. = A,,, - c M A„ + c,Ji„ + . . + c„ h m , 

essendo le h v h v . . date dalle equazioni (ay). 

Supponiamo che la funzione U venga trasformata nella V, mediante una sostitu- 
zione ortogonale, cioè che i coefficienti c r , della sostituzione soddisfino le equazioni : 

<?*, + C + . . . + c\ A - I 

C *4 C M + C ra C .4 + • ■ ■ + C rJ .C„ = O 
O Pbitocophicsl Magnine i85(. 
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48 . 

per cni : 

•T* + «,*+... + .r„ T = + . . . + 

È noto che in questo caso la funzione V può ridursi alla Purina : 
V = l,\,z r ' 


e che i coefficienti A, sono le radici deli* equazione dell 1 ennesimo grado 

1 


(65) /H)‘ 


"... <*.* ■■■ V 1 


Questa equazione , incontrata la prima volta da Laplace nelle sue ricerche in- 
torno le ineguaglianze secolari dei pianeti (*) , e che diede origine ai primi lavori 
del medesimo autore sui determinanti ; ammette n radici reali come già provarono 
Borchardt c Jacob* (**). Rammentando il modo col quale al §. 5.° venne dimo- 
strata questa proprietà per la equazione del terzo grado della medesima forma , è 
chiaro che ponendo : 


e quindi : 


/«/(-*)■ 


*«-»* * 

*» *«-**•-■ K. 

^.,1 , . . f' M -l 


avremo dimostrata la realtà delle radici dell'equazione (65) ; quando siasi provato 
essere positivi tutti i coefficienti delle varie potenze di X nell’ equazione : 


(66) (-i)’/W/(-à)-X--H^,X“ + H^X“- ...? H,X’±U, 

Ora il coefficiente di X’" risalta evidentemente dalla somma dei determinanti 
minori principali dell’ m* ordine del determinante : 


*« à’w . . . k v 


K, • • •• K 


(•> Hiitoirc de TAcadèmie d « Scicncct. Anace 1779. 

(*•) Journal de LiouTÌlle Tome ia. — Jacobi. Maleraatiachc Werkc. Band. 1* 
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Indicando con WR r/ uno qualunque di questi determinanti minori principali 
c con P il determinante f(o ) , ed osservando che fra il determinante (")R,, ed i 
determinanti minori del determinante P sussiste la equazione (63), ne consegue che 
il coefficiente H„, eguaglia la somma dei quadrati di tutti i determinanti minori dcl- 
T emmesimo ordine del determinante P. Quindi tutti i coefficienti della (66) saranno 
positivi , c le radici della ( 65 ) saranno reali. 

3 .* Ritenendo le denominazioni dell’Applicazione 1 si indichi con N il determinante: 

A« *^i l ■ • ■ 

A».| 4 4 4 • 


| A-, A,., . . . A.J 

Qualunque sia la sostituzione lineare col mezzo delia quale la funzione U si tras- 
forma nella V, fra i determinanti minori del determinante P ed i determinanti mi- 
nori del determinante N ha luogo una importante relazione che ora veniamo a sta- 
bilire. Osserviamo che per 1 ’ equazione ( 64 ) essendo : 

N = QR 


abbiamo analogamente alla (61) : 

«">Qv,i «R.,» + WQv.a <">R>,. + ■ • • + ("ORu,, = 

e quindi ricavando dalla (6t) medesima i valori di : 


C”>R,,, , «R,,, WRb,, 
e sostituendoli in quest’ ultima si ha : 

<">N V =2,<"->Q,, P }<")Pr,, ("XJ,,, + <MP ri , C">Q,,,+ . . . + WPr,u<"0Q,,u ) 


la quale è la relazione accennata sopra. Se in questa equazione poniamo v-s , e 
quindi Sei, 3 . . . u otteniamo la : 


2,<->N v = 2,2.t">Q,, r {(»)P r ,, <«0Q V + C-)P,.,,(-X},,,+ . . . + <">Pr,u<">Q„u ] 

la quale supponendo : 


Q* = M 



5o 

Irasformasi nella : 


. 2, = 2 ,(<”>P r>1 <“>M r ,i + C-ìPr,, «Mr,, + . . . + WP^WM,,.) 

Quest’ ultima poteva ottenersi anche direttamente essendo PM « N. 

Se la sostituzione lineare per la quale la U Irasformasi nella V sarà ortogo- 
' naie si hanno evidentemente le : 

(~>M r ,r = l WM r ,,-o 

e quindi : 

2 ( <sON v -2,0>OP w 

forinola nota. 

3.' Supponiamo che nelle due funzioni quadratiche U , V sieno : 

? 7 ‘a/ + ■ ■ ■ + y y t,* 

( 67 ) 

+ y a'7 *.> + • - . + y *,r y.,, 

in questo caso , quelle funzioni sono eguali fra loro, cioè si ponno ridurre ad una 
medesima mediante una sostituzione lineare. Infatti indicando con 11 il determinante: 


per le (C 7 ) si avrà : 


Yki Yut * 

• Yt + 

Y M Yt* ■ 

* * Y\j* 

Yn, 1 7 «,| 

* Va/* 


1 = 11 * 


cioè i determinanti P , N , i quali si ottengono eseguendo il quadralo del deter- 
minante II per linee o per colonne , saranno eguali in valore ma di furma diffe- 
rente. La eguaglianza delle due funzioni U , V sarà dimostrata allorquando sarà 
provalo essere eguali fra loro i coefficienti delle medesime potenze di X nelle due 
equazioni dell’ ennesimo grado : 


0»,-* 

«M 

* 


A 

A„ 

A t . 


<7-À 

■ - rt»* 


A 

> 

1 

>-» 

A 

tei 

»•« 


= 0 

fcl 

fri 


«..1 

«... ■ ■ 

a.^-X 


A.., 

A.,. 

A.„-X 


Osserviamo rhe il coefficiente di X*" nella prima equazione è formalo dalla som- 
ma dei determinanti minori principali dell' emmesimo ordine drl determinante P : 
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ed il coefficiente di \ m nella seconda equazione dalla somma dei determinanti mi- 
nori principali dell' cmmesiino ordine del determinante N. E siccome si hanno le : 

<" Pr,r » (O'Hr,,)' + («Ilr.s)* + . . . + (<">H, iU )' 

<">1V= ((-H,,,)’ + (WHv)* + . . . + (C)H V )' 

sussisterà 1 equazione : 

2 r (->P v . ? r C-3N,,r 

cioè i due coeflìcienti di è* nelle due equazioni superiori saranno identici. 

Esempio. Le clissoidi rappresentate dalle due equazioni : 

(ape + b,y + cp)' + (a, x + bjr + cj s)' + (ape + ij’ + cp)' = k' 

(a,x + a jr + ap)' + (l\x + bpr + bp)‘ + (epe + cp- + cp)' = k' 
sono eguali fra loro (*). 

4-' Il sistema di equazioni algebriche lineari : 

«... *.+ ««■*. + •••+ «.,.*. = 

(68) «... x, + a M x, + . . . + a„,x, - «. 


«.,.*. + «„.,*,+ • • + «... *. - «. 


nel quale n>s, viene denominato sistema sovrabbondante, essendo composto di 
un numero di equazioni maggiore di quello necessario alla ricerca dei valori delle 
incognite. 


( 69 ) 


quantità U ì , 

u. 

u m »ìeno 


+ . 

+ ^“. 

“. + <V,“, 

+ . . 

+ c„„ «„ 



' ' • ‘ 

c „.“, + 

+ . . 

+ C. .U. ■■ 


e sostituendo in queste per le u , , u t u m medesime i valori dati dalle (GS) si 
otterranno le : 


C) Nouvcllr* Annata de Matliematiques redige por M. r Terqucm. Juillct i853. 




K, x , + K., x , + 


(7°) 


, + h. A x. 

supposto : 

+ K.*, + 

+ A v x,. 

(7O 

a hr C i * + a *r + • • 

+ n„C._, 


Dalle equazioni (70) si deducono le seguenti : 


d H 

dii 

t/H 

dh M 

+ v ’ d \. + 

+ v, dK. 

t/H 

dH 

dii 

d K, 

+ V ‘M~ + - 

w M 

+ v ‘ dh„. 


„ t/H t/H t/H 

1 1 X “ V ■ - + V . 4 - . 4-0 

* ' <lh, A ' Jh tA ‘ dh„ 

nelle quali H rappresenta il determinante : 

A m K K. j 

K, K. K- ; 


K K, K 


.e se in queste ultime si pongono in luogo di t>, > o, v, i valori dati dalle (69) 
si ottengono le : 


essendo : 




Hx, = *„«, + 


. . 



Ili, = A',, K, 4- A', 


+ «„ 

t/H 

t/H 

t/ll 

= C '” ^, + C "’ 

t/At„ + 

• + 0,1 “77 — 
«/ir,* 


Ora si osservi che per la (71) si ha : 
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(ihr t t 

«Wi #P 


quindi : 
c sostituendo : 

• 

dH 

*>,«*> J— 
da^r 



„ dii 

dii 

dH 


Ila: = u — — 

+ W- — + 

. + ». — — 


§■ 


da., 

(7 3 ) 

dii 


dii 

iix '- u 'jT 

ij 

+ u — + . 
T • da 

* n 

+ “’^T 


„ dii dii 

dH 

Ha:, « ». — — + », — — + . , 

+ ». - — 

•da M * da,. 

da... 


11 determinante H è un determinante minore principale dell’ (n-r)esimo ordine 
del determinante R (equazione 28 ); quindi rappresentandolo dietro le convenzioni 
del §. 7 .° col simbolo (“-*> R*,b si avrà analogamente alla ( 61 ) : 

H = ( n ")R u ^ = 2, 

Quindi le equazioni ( 72 ) assumeranno la forma : 


x, 2, C«— OP^OwJQ.,,.- », 2, + •••+«. 2 r '""X}„, r - 7 )P “ - 

da. , da m . 


A (n-J;P ,1 (rt-*)p 

( 7 3) X, 2, ('*-‘)Pu / t n - , )Q„, r = n, 2, 0’-OQ„, r • - + + »„2, t"-*)Q U| ,- 




X, 2, C’ M )P il ,r<' , -'>Qu,r= », 2 r ("-'’Qu,, 


rfto-OP^ 

db. . 


+ “.2 r <-*>Q« 1 P 


d(--)l\ r 

da nt 


Osserviamo che il determinante t'*"*>P, v . contiene solamente un numero s’ de- 
gli elementi costituenti il determinante P , e che i primi indici di quegli elementi 
npn ponno essere fra quelli della combinazione ». Indicando con : 



a r , 



,,t <V # ,a 

Or ,a 

Or ,. . 
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il determinante , le equazioni (^ 3 ) si trasformano nelle ; 


_ _ ( rfMP r . t l C”-*)P 1 t r ' 

r,2, = V'-'Q.y », ■ ■ . + • • • + «, -z ^ 

I «Ir ,i * ««r,i 


( 


(" 4 ) ( ' , -' ) P».r' ,, -';Q u ,r = 2 , '"-'’Qv j «r. 


</('- 0 P„ 


,fC"-e)P u \ 

+ +*r — ; { 

aa r a * <«lr ,a I 




2,C«-*)Q, V . 


</C-— ìP„, r 

</«,,, 


+ . . 


+ », 


r/C~>P M ,,. | 

diir , # | 


essendo r t , r, . r, numeri differenti fra loro ed appartenenti alla serie i , a, 3 «. 

Se ora da s fra le equazioni (68) si ricavano i valori di x, , X, x, ; 
per esempio da quelle nelle quali le «, , u t , : . . «„ hanno gli indici r, , r, r, 
si Latino le : 


/ w„-r,n e/O'-OP, 


da,y 

(? 5 ) + • + «r. 


da,-, i 

d(tr 


T /(n-OP ( , 


(x,)C"- J >Pu,r=«r ; + . • + », 

1 <«<f ,* ' 


,/(n-<)P„ 


(far 


essendo poste le or, , a", . fra parentesi perchè dedotte da un sistema sovrab- 
bondante. Dal confronto delle equazioni (7 4 ) (y 3 ) si ha quindi : 


2,<^P.,r<"-*>Q W <X 1 ) 2 r ("-')P^<'-'>Q 0 ^X,) 2/'-')P„,e<"-'>Qu,4x.) 

,= i/-‘-dV'‘- : Qu,, ’ Xl ” 2 r ("-'tPu.r (""XJu r 2, <"-*>P«,/'«)Q. 1 r 


c se i coefficienti delle x, , x, nelle equazioni (68) fossero rispettivamente iden- 
tici a quelli delle u t ,u, nelle (69) si avrebbero le : 


2 ,(<"- Ì 3 P..,r)*(*.) 

2 IV)- ’ • 


2.(C'->P Ujr ) , (x,l _ 2, (f—.P u>r )*(x.) 

X, ( (-')! »„,,)* X * ~ X, ( C'- 01 V)* 
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jS. 8.' Dei determinarti pollili e «lei determinanti 
simmetrici. 

Un determinante P gli elementi del quale soddisfano alla equazione : 

«... + - o , 

chiamasi determinante gobbo . E se quegli elementi oltre a questa condizione sod- 
disfano anche alla : 

a,,, - o 


il determinante gobbo si dice essere simmetrico. 

La considerazione dei determinanti gobbi simmetrici si fa precedere a quella 
dei determinanti puramente gobbi giacché questi si ponno esprimere col mezzo dei 
primi. Per dimostrare questa proprietà osserviamo come in generale un determi- 
nante P qualunque si può esprimere col mezzo di determinanti nei quali gli ele- 
menti principali sono nulli. Infatti indicando con P, il determinante nel quale si 
pongano eguali a zero gli elementi principali ; e con (ò*òP; ( ;) f un determinante mi- 
nore principale dell’ mesimo ordine del determinante P nel quale sicnsi annullati gli 
clementi principali si ha : 


( 7 6> P=P,+2, V (C0P^), + 2 r 2.a v « w (WPf,i), ♦ . . . + 


Esempio, 


p, •/. 
*. z 3 . y. 


0 P, /, 
*. ° y. 

+ a, 

° y. 

*s. i ” '■ 

O P, 1 

+ •/. 

a . P, y. 

1 

*. P , 0 


P, ° 

. a J ° 

K <* 1 


Ora se il determinante P è gobbo evidentemente i determinanti minori principali (^P,’, 
sono gobbi simmetrici e quindi ha luogo la proprietà dichiarata. 

I determinanti gobbi simmetrici si distinguono da ogni altra specie di determi- 
nanti per le due seguenti proprietà particolari ad essi. 


i.* Ogni determinante simmetrico gobbo d 1 ordine dispari è eguale a xero. 
Infatti osserviamo che lo sviluppo del determinante P supposto gobbo simmetrico 
e d’ ordine dispari conterrà i due termini : * 
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0 

0 « 





a r-,.. 

"r-,1 



«.-.a* 



a r.Ul 



*■ 


«... 

"-a 

■ • ".a-. 

« 

> 0 















«.-M 



«-.c 

V 

fl. |. 

«..ul 


**•*&•+% * 



«... 

«... 

• 


. o 


Ora se si moltiplicano gli elementi di ciascuna colonna di quest’ ultimo deter- 
minante per - t , osservando che le colonne medesime sono in numero dispari es- 
sendolo n ed avendo riguardo alla relazione a, , + n v » o , quel secondo termine 
potrà scriversi : 


0 

«... ■ 


^♦U ‘ 

■ «... 


a i «»-* • 


fl W-l 


«M« 





«... 


«r-K 


. . O 


c siccome quest’ ultimo determinante è identico al determinante del primo termine 
ed a rl a,, » a l%r a, A quei due termini si elidono. Quindi in quello sviluppo non ri- 
marranno che termini della forma : 


0 

«w 


. a 



• • 0 


«'.n 

«r,M ■ 

a r*tf-l ° 


«... 

«... • 


o 
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ma quest’ ultimo determinante è simmetrico, gobbo e dell'ordine n- a dispari, quindi 
ogni determinante simmetrico gobbo d’ órdine dispari sarà nullo quando la sia il 
determinante simmetrico gobbo del terzo ordine. Ora lo sviluppo di questo deter- 
minante essendo : 


o 


la proprietà ha luogo in generale. 

a.* Un determinante gobbo simmetrico d’ ordine pari è un quadrato. Infatti 
lo sviluppo del determinante P conterrà i termini : 


0 

* fl V-l • 

«». 


0 «sa 


«... 

«a-, a 

0 a '-\S+\ 

• "-a. 

. <. 

«<-U 


0 «.*... 

«.-M 


«-..a--, 0 

«a.M 

• 



«..MS. 0 V 

«.4M 

<l *,t rt -a • 

■ 

. . 0 


«... 

«.a 


o 


± * a „r a ,.. 


0 

«sa 

«M-S 

«M.S ' 

«». 






«-,.. 

«.-.a 

«»-ia- 




«...a 

«...a- 

**»♦», '*1 * 


<Z W<| 

«.a 

• «...., 

«.,... 

. 0 


I coefficienti di a' r , «’ , , ±a a„a u , si ponno ordinatamente rappresentare me- 
diante le : 


</-P 


<yp 


da,, ila , , ’ da k , i la M ’ 
Ora per la foratola ( 1 4) si hanno le : 


iFP 
, ita. 


v iF P dV di' p (TP _ ^ p <fP dP dP 

damila,,, da u , ila,, - da,,, da,, da,,, da,,, ’ da,, da,, da,,, da,,. 


essendo — — ss o 
dm, i 


perchè determinante gobbo simmetrico d'ordine disparì. Queste 

8 
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equazioni osservando alla : 

dP dV 

da,, da v 

cbc evidente ha luogo per qualunque determinante simmetrico gobbo d'ordine pari, 
danno la : 

/ <TP V «f.P tPP 

\ ila,, da, , / da, , da,, cialda,,, 

• 

nella quale equazione trovasi appunto espressa la proprietà che il determinante P 
è un quadrato. 

Perciò lo sviluppo del determinante P potrà assumere la forma : 



o più in generale : 



nelle quali espressioni pongasi <z fc| - « fct » .. . = o. È da notarsi che il determinante 

(TP 

— c un quadralo essendo un determinante simmetrico gobbo dell’ordine n -2 pari. 

da,, ila,. 


Esempio. Supponiamo : 


si avrà : 


ossia : 


o 


"... 

",.4 


.0 

"... 

".,4 


"s. 

0 

"si 

<n„ 

«Sa 

«4.. 

o 


( 

° "si 

• 

o a ^ 

l t 

* 



o 

o 


"4* 0 

+ ",.4 

"„ O 




Indicando con H la indice quadrata del determinante P , è importante il di- 
mostrare come questa quantità sia dotata di una proprietà analoga ad una delle 
principali dei determinanti. Derivando V equazione P = H* rispetto ad a rt si ha: 
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nella quale si è tralascialo il coelliciente a giacché nel primo membro la derivata 
di P rispetto ad a,, rappresenta il determinante dell’ n-t ordine il quale si de- 
duce dal P trascurando la sesima colonna e la resima linea , cioè non considerando 
essere = ; mentre derivando la espressione algebrica li viene naturalmente 

a considerarsi quella eguaglianza. Quadrando 1 ’ equazione superiore si ha : 


c siccome : 



Questo valore sostituito nella equazione ( 77) di : 



la quale equazione contiene una proprietà della funzione H analoga ad una nota 
dei determinanti. 

Ma la proprietà caratteristica di queste funzioni 11 consiste nel cambiare di se- 
gno che esse fanno al permutarsi di due indici. Supponiamo che nella funzione H 
vengano permutati gli indici r,'Sj siccome in quei termini della funzione medesima 
nei quali trovasi 1’ elemento n,_, non vi sono altri elementi affetti da qnegl! indici; 
denominando II, ciò che diventa la funzione H quando si eseguisca la permutazione 
indicata si avrà : 

«HI <fH, 

da, , da,. 


Ora eseguendo quella permutazione sul determinante P esso non cambia di va- 
lore , e si riduce facilmente alla sua primitiva forma, quindi per l’ equazione (78} 



6 o 

si avrà : 


e per conseguenza : 


rfP H -22 l II 
da,,, " ’ da,,, ' da,,. 

n. — ii 


È evidente che se si permuteranno due coppie di indici il segno ed il valore 
di H rimarrà inalterato. 


Applicazione. 

Indicando con q x , q t ■ . . q, , n variabili indipendenti in funzione delle quali 
sieno date le coordinate dei punti di un sistema in movimento , con T la semi- 
somma delle forze vive , e con p, , p, p. ordinatamente le espressioni : 


di dT r/T 

dq t ’ dq,’ dq J 

è nolo come le formolc per la variazione delle costanti arbitrarie in causa di forze 
perturbatrici contengano espressioni analoghe all 1 una od all 1 altra delle due scguen li : 






‘‘jk *q\ 

da, da i J 

dai da\ 
dq, Tp,) 


nelle quali la r deve assumere i valori i, a... an e le a, , a, a„ sono 3/1 
costanti arbitrarie introdotte dalla integrazione delle formule del movimento. Il Si- 
gnor Cauchy ha dimostrato (*) che queste espressioni sono legate da ari gruppi 
di equazioni della specie del seguente : 

«... c,., + a, ,c t , + . + a,^ c,„ « o 

"... - o 

( 79 ) 

**#•4 | ^ ®r4 ^ ‘ ' ^r,|n ^r,|» “ * 


+ *,+ C *+ + + a r *. * ° 


O Journal de Liouvillc. T* a. Compie» Ucndus de» tèaitcc* de PAradéinie de* Sdeucr». Juillrt 18SJ. 
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- 6 1 
avendo posto per brevità: , 

fl/] ■ fi,# (rt| f <J|) * fl|,l 

Le espressioni , a,,* verificano evidentemente le equazioni: 

f#,# = ^#,i B O C|,r — “ C|,Ì fl|,» * “ fli,i 

quindi i due determinami : 



«M 

°M ' ■ 

• ",..n 


C M 



p = 

«... 


«... 

Q = 

' 



C ... 



^•".1 ’ 


1 

! 


C ~.> 

C W ... 


saranno determinanti gobbi simmetrici d' ordine pari. 

Osserviamo che per le (79) ed analoghe fra i determinanti P , Q ha luogo 
la relazione : 

PQ » 1 

e che dalle equazioni (79) medesime si ottiene : 

1 d Q 

de.,. 

ossia ponendo Q = K' , essendo per 1 ’ equazione (78) : 

„dK 

de .,. = de., . . 

si otterrà : 

, d K 
" K de,, 

mediante la quale si hanno tutti i valori delle (a, , a,) in funzione delle [a, , a,]. 

La equazione (76) in causa delle due proprietà dimostrate pei determinanti 
gobbi simmetrici , assume , supponendo P un determinante gobbo qualunque , una 
delle due forme : 

per n pari P = P, + i. 2 ,a, ,a M (WP^), + . . a„ 

per n dispari P = + ....+ a,, a.,, . . a,,. 
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Se gli elementi principali saranno lutti eguali all’, unità queste ultime formule 
diventano : 

P - P. + 2,(<»P i,i), + ■ 

P - 2, («Py), + 2. (WP.-.i), + .... + i 

e siccome i determinanti gobbi simmetrici d’ordine pari P 0 >( {i) Pì,ì), , (WPy), ecc. 
sono quadrati , il determinante P risulterà , tanto pel caso di ri pari come per 
quello di ri disparì , eguale ad una somma di quadrati. 

Escmpj. Supponiamo ri = 4 

P " ",.i - "„.i + ".,l " J* + "V. + + "Vi + "Vi + "Vi + "Vi + ' 

e per n» 3 

P = "\a + "*u + "Vi + 1 


Si considerino i due gruppi di equazioni : 




a M x, + « M x, + . . 

. + a mt x H = v t 

(8o) ",,,x, + a„a: t + 





• + X» = 


+ <l. i ,x.=l-. 

nei quali si suppongano : 







e moltiplicando le equazioni del primo ordinatamente per le quantità : 


e sommando i risultati si avrà : 

(8i) h,,x, + h, t x, + ... + h„x.=c r ,u, + c rit u, + . . + c , f «„ 

essendo : 

(8 a) " w c V,, + " fc . £ V., +. •' + 

Indicando con P il determinante gobbo formato cogli elementi ri,,, , c posto 
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a r , - — — si suppongano essere : 


(*> 3 ) P£ V„“ aa „ > Pc r,,“ a *^ Pc,, = 3 «,,-P . . Pc^=a«. J . 

si avranno evidentemente dalla equazione (82) le : 

Ks - * 

e quindi la (8t) trasformasi nella : 

a v, X . +<**,*% + • + + t . ■ + C r ,,U, 

ossia osservando al secondo gruppo di equazioni (80) si otterranno le seguenti r 

= + ?«“• + ■ + c ..“. 


‘’s 


Operando sul secondo gruppo di equazioni (80) analogamente a quanto si è 
fatto pel primo si giungerà alle equazioni : 

“. = c w‘'.+ c « 1 '. + * c -., v - 


Dal confronto di questi due ultimi gruppi di equazioni risulta che i coefficienti c r 

1 -, 11 »(r»+ *) . . 

sono legati dalie equazioni : 

(84) c m + «V. + .'• + *., c.,, = o 

«\r + e V + +<.„=* 

od essendo i coefficienti medesimi in numero n* , un numero 1 ^ di essi sari 

3 

arbitrario c si potranno determinare gli altri — — — in funzione dei primi ; od an 
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che si potranno determinare lutti quegli n‘ coefficienti in funzione di — ^ quan- 

a 

lilà arbitrarie. I valori dei coefficienti c rt forniti dalle (83) soddisfano appunto a 
queste condizioni , mentre per essi saranno evidentemente verificale le equazioni (84) ; 
e le quantità ri, , delle quali quei coefficienti sono dati in funzione sono in mi- 
ri- t 
a 


n ( 

mero — 


Esempio. Sia : 



si avranno le nove equazioni : 


+ X* + p* + »' 


ha t = i+X’-p'-v' 
(85) a(àp+v) 

/in J = 2(Xv-u) 


h A, = 3(Xu-v) 

hb,= i +f l-V-S 
/iA,= 2 ((«m-X) 


he, » a(Xy-u) 
/ic, « sfuv-X) 
Ac.-i + n.-àV 


e le quantità a, , o, . . legale dalle sei equazioni : 

. «,'•+ A,' + c" = i a 1 a, + A 1 A t + C 1 C,= o 

n/tA,* + <•,“ = i < V , > + ^A + C i t 'j”° 

a' + A,' + c* = i a t a s + A, A, + c t c l = o 

potranno rappresentare i nove coseni degli angoli che due teme di assi ortogonali 
comprendono fra loro. In questo caso le quantità arbitrarie X , p , v ponno assu- 
mere una rappresentazione geometrica come ha dimostralo il Sig. Rodriguez (*). 

Conviene osservare die nel caso in cui due assi di una delle due terne non 
comprendessero fra loro un angolo retto , cioè fosse : 

«,«,+ b t b J + c,c l = v 

si potranno determinare i valori dei nove coseni in funzione delle tre quantità X, p, » 
e di u ; giacché per sei Ira questi coseni p. e. per a,, A,, C,; a,, A, , c, si po- 


(*) Journal de Liouville. T* V. Le formotc trovate dal Sig. Rodrigurt non diftrri*cono perù ebe nell.» 
forma da quelle date dall’ Eulero e dal Lexcll nel Tomo XX dei Novi ConuarnUrii Academiac Pelropo- 
1 ita tur. 1775. 
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Iranno ritenere i valori superiori ; ed i valori dei Ire coseni <i, , b t , c t verranno 
dati in funzione delle X, p, v, u col mezzo delle noie equazioni : 

a,(i-a')-b t c t -b,c, , b,(l-»')-C,a,-a,c, , c,(i-»') = a t b,-a,b, 

e della : 

a’+b' +c,'=i. 

Applicazioni . i .* 


Teorema. Il determinante : 


J c„,, . .c.„-i| 

. P, 

c eguale a zero quando n sia dispari , ed è eguale a a" p’ per n pari. 
Infatti sostituendo nel determinante H pere M c M ... i valori (83) si Ita: 



e moltiplicando quest’ ultimo determinante pel determinante P si ottiene facilmente : 


0 

«.a 

°.a 

"... 


0 

a « 


fl «-l 

"... 

"... 

. O 


Ora se n è dispari il determinante del secondo membro essendo gobbo sim- 
metrico d’ordine dispari sari eguale a zero e quindi H=o, e se n è pari si 
P . 

avrà H = a" pp . 

Nel caso di n = 3 questo teorema comprende la dimostrazione di una proprieti 
enunciata dall’Eulero la quale ha luogo nel movimento di un corpo rigido (*). Que- 


(■) Theoria mutui corporum rigidonim. 1740. Q«ir*U proprietà renne dimostrata dal Pi ola col meato 
delle formolo di Mongc in «tu memoria pubblicala negli Atti della Società Italiana delle Sciente. i 83 y. 

9 
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sia proprietà consiste nel potersi sempre assegnare una retta passante per un punto 
arbitrario del corpo (centro) , e movente» con esso , la direzione della quale sia 
alla fine di un tempo finito qualunque parallela a quella clic essa già ebbe al 
principio del tempo. Indicando con x , y , z le coordinale di un punto del corpo 
rispetto a tre assi (issi nel medesimo , i coseni degli angoli die la retta passante 
per quel punto , e per il centro fanno al principio del tempo con tre assi fissi 
nello spazio sono : 

x 7 8 

V(*V*+s’) y/(x*+f+z‘) V(-c*+/+s’) 

ed i coseni degli angoli clic la medesima retta farà alla fine di un tempo finito 
qualsivoglia con questi assi (issi saranno : 

ajc+b,y+c t s n t x + b t y + c,z <i,.r + b t y + r t z 
V(X*+/+ 3*) V /(X , +Z+Z') V^x’+Z + Z’j 

essendo a, , a % . . . i nove coseni degli angoli ecc. Quindi pel parallelismo delle due 
direzioni di quella retta dovrebbero verificarsi le : 

x = a,x + b t y -*■ Cfi 
y = a,.r + ì\y + c t z 
■ 3 ■» fljX *b t y + c t z 

ossia dovrebbe essere : 

• 

a - 1 l\ c, I 

", V* r , 0 

", h , r r' . 

il che appunto ha luogp pel teorema dimostrato. 

Stimiamo non inopportono I’ aggiungere come si possano direttamente trovare 
i valori geometrici delle indeterminate à, f», v di cui si è detto più sopra. A ciò 
osserviamo che per le equazioni ( 85 ) si hanno le : 

àaj + pA. + rc,*»* 
àa,+pA t + »C 
/■a, + ul> t + nc l ~v 
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quindi potremo pon'e : 


Jt = Arcos« , p-Acos/3, v-kcosy 


essendo k una indeterminata , ed a , |3 , •/ gli angoli che la retta , la quale nelle 
due posizioni del corpo ha direzioni parallele , fa coi tre assi (issi nel corpo. Se 
indichiamo con 0 1’ angolo diedro compreso dal piano die passa per la direzione 
di questa retta e da uno degli assi fissi nel corpo supposto il corpo nella prima 
posizione , e dal piano determinato dalle medesime rette quando il corpo il nella 
seconda posizione; il quale angolo non varia qualunque sia l'asse che si consideri, 
si avranno per una nota formala le : . 


dalle quali : 
c per le (85) > 


<j ( = seri’ a cosi + cos’er 
I\ - sen’ ;3 cos 5 + cos’/3 
c,= seu’ycosff + cos’y 
n t + b t + c t + 2 cosS 

À* + (z , + >*« tang’ -j.5 


In questo modo viene a determinarsi la k e si ottengono le : 

X = tang J- 5. cosa , fi * tang a 5. 008,3 , vetang J S.cosy 

Osserviamo che il teorema meccanico, dell' Eulero corrisponde al geometrico se- 
guente: date due terne di assi ortogonali aventi origine comune' si può determinare 
una retta passante per I 1 origine intorno alla quale si può far molare una delle 
due terne in modo che gli assi della medesima vengano a coincidere cogli assi del- 
1’ altra. È evidente che in questo caso P angolo $ è la misura di questa rotazione. 

a.* Supponendo che a,, 6,, c,; a, , b t , c,; b,, c,; rappresentino i coseni de- 

gli angoli che tre assi ortogonali fissi in un corpo rigido in movimento compren- 
dono con tre assi fissi nello spaiio , indicando con p , q , r le componenti della 
v elocità angolare del corpo rispetto ai tre assi mobili si hanno come c noto le : 

p * n,n,’ + + c,c,' 

q~a,a; + h,b;+c,c; 
r=« 1 n l * + i t 6,'+c,C|’ 
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nelle quali sostituendo per a, , a % . . . i valori ( 85 ) si ottengono le seguenti : 


///;= 2(pV-pv’-X') A <7 = a (v X - eV-f/) Ar« aPii-lg'-») 

*’“! (rp-qv-p-lm) 
p = {-(pv-rX-q-fun) 
v = } (f/ì-pfiL - r- uni) 

Xp+fiq + vr^m 

Queste ultime equazioni ordinatamente moltiplicate per X, fi, v e sommate danno 
facilmente la . 

li + mh = o 

c moltiplicale per p,f/,r c sommate la-: 

m’ + ro* = - a( X]p + pV/ + e'r) 

essendo a Li velocità angolare del corpo. 

Quando il corpo ruota intorno ad un punto fisso, c si suppongono i tre assi 
mollili col medesimo essere assi principali del corpo , indicando con A, B, C i 
momenti principali d’ inerzia , e con T la semisomma delle forze vive si ha : 

T=i(A/j* + n 9 , + C/ J ) 
tir </T </T 

dt. dfi d» 

- -—hu^Ap + hq» - Crp 

(87) - -i- A 0 = - Ajov + Biy + CrX 

- A u> - kpiL - Uqì. + Cr 

dalle quali : 

2 Ao = 0 v - ivji -u-1.7 aB^'wX-ti»-e-(w aCz ntifi-vX-w - u 
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e posto : 


si hanno le : 


dalle quali : 

( 86 ) 

posto per brevità : 



essendo 7« lu + jxt> + <mv. Ora indicando con U la funzione delle forze si hanno 
come è noto le : 

, r/(T-U) , <AT-U) , </(T-U) r- 

“ ’ di ’ V ~ d? ’ ^ = " d» 

quindi si avranno le : ^ 

. , . , dV 

u = j (pi + um + rv - q tv) + 

ilU 


v = j (qi + vm + p w - ru) + 


</U 


tv' = y {ri + t vm + qu-pv)+-j 


Queste equazioni insieme alle (86) sono le equazioni alle derivate pel movimento 
di un corpo attorno ad un punto fisso sotto la forma assegnala dall' Hamilton. 

Notiamo che se il corpo è sollecitato da sole forze istantanee, indicando con £,>!,( 
gli angoli che l'asse della coppia acceleratrice , 1’ asse della coppia d' impulsione e 
1 ' asse istantaneo di rotazione fanno colla retta di cui si è detto alla fine dell'Ap- 
plicazione i." (la quale retta venne dal Sig. Cayley denominata asse risultante); 
e con g , lj a i momenti della coppia acceleratrice c della coppia di impulsione, e 
la velociti angolare del corpo , ponendo : 


A pi + Bqu -t- Crv = , A pi + B q'g +■ C rv = y 


si hanno le : 


y^gnang-yS .cosr , ^ = f tang f 9 . cos >j , m = u lang ^S.cos j 

e siccome moltiplicando le (87) ordinatamente per X , jz , v e sommando i risultali 
si ha : 


si avrà anche : 


hi + a </> ■» 0 


7 -r /sen f.cosij = o 

L" utilità di queste formule nella trattazione del problema del movimento di un 
corpo sollecitalo da forze istantanee attorno ad un punto fisso, si rende manifesta 
dai risultati ottenuti dal Sig. Cayley su questo argomento (*). 
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Un determinante P gji elementi conjugali del quale soddisfino alla condizione : 
a„ - a„ 

si chiama determinante simmetrico. 

Qnindi una potenza d' ordine pari di un determinante qualunque è un deter- 
minante simmetrico. E siccome in un determinante simmetrico P gli elementi situati 
nella resima colonna eguagliano quelli costituenti la resima linea , si avrà : 

t/P dP 
da,, da,, 

cioè il determinante ad elementi reciproci di un determinante simmetrico è pure sim- 
metrico. Ne segue che i valori di x, , x, . . . x, ricavati dal sistema di equazioni al- 
gebrici lineari (t6. §. 4-°) nel caso che a„ = a„ assumeranno la forma: 

„ ,IP dP dP 

= », T~ + T «. -7— + T «. 

u , <IP dP , dV 

da,, >la„ dei,.. 


d P 


</!> 


Pjr -=ì + * », — + • + “. 


da. 


d P 

da.. 


dP 

rappresentando — — la derivata rispetto ad a,, dello sviluppo del determinante 
da,, 

simmetrico P. 

Dalla forinola (i 4) poi caso di P determinante simmetrico si ha : 


, ,r p dP dP td p \* 

damila,,, da,, da,, \da„) 


e supponendo 


dP 

da 


o si ha : 


P " 

da,, da,, \ila„/ 


tT P 

cioè i due determinanti simmetrici P e — — — , — saranno di segno contrario. 

da,, da,. 


' Digilized by iGoogle 


Appartengono alla specie dei determinanti simmetrici anche i determinanti della 
forma : 




a. 

• • a n 



a, . 

"... 






per i quali ha luogo la proprietà espressa dall’ equa rione : 





La proprietà caratteristica di questi determinanti è però devoluta alla teorica 
degli invarianti. 

Applicazione. Indicando con s r la somma delle potenze rrresimc delle radici 
della equazione t 

V(x) = a„ + <z lt _ 1 x + ....+ a, X ”" 1 + x" = o _ 
sussistono come è noto le relazioni : 


a. s, + • • ■ 

• + a t S m.t + S m * 0 


. + a,s. + s.„ - o 


• + = ° 

dalle quali c dalla V (x) = o eliminando i 

i coefficienti n , , n, 


V(*)« 


s s ... . s 

•l "l • ■ ' 


V, 

I X .... X. 


o 



Osserviamo che se agli elementi della seconda colonna di questo determinante 
si aggiungono ordinatamente quelli della prima moltiplicati per -x , agli elementi 
della terza colonna quelli della seconda moltiplicati per - x , e così di seguito , il 
valore del determinante non si altera , quindi si ha : 
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s,-s,x 

s,-s> . . 

• • 

V(x) = 

s,-s,x 

s t -s,x .. 







Rappresentiamo questo determinante con : 


“y, 

«>. • • 








"... 

«... 

* rt M 


ed indichiamo con V, il determinante : 

a.. a, 


M !•« 


a .,t «... • * a ,r 

Ciò posto passiamo a dimostrare il seguente : 

Teorema. I termini costituenti la serie : 

V V V V Vi 

godono della proprietà caratteristica dei residui di Sturai , cioè se un valore di x 
annulla la funzione V r le funzioni V r#| , V r | sono per quel medesimo valore di x 
di segno contrario. 

Infatti osserviamo clic essendo : 


V dV " 

si otterrà per I’ equazione (i4) : 


d*V.. 


da,. r da 


il\ 

V V — r * > V 


WJ 


Quindi se un valore di x rende V, = o , si avrà pel medesimo valore : 
V V = - 

vale a dire V, 41 e V, , di segno contrario. 
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<!• 9.° Dei determinanti delle radici delle equazioni algebriche 
e dei determinanti degli integrali particolari delle equazioni 
a derivate lineari. 


Rappresenti : 




una equazione algebrica dell' ennesimo grado , e siano , a, , . . . a. le radici della 

medesima. Saranno soddisfatte identicamente le equazioni : 

«’ + A ,,,»"' 1 +....+ A | * 1 + A, = o 
«,’ + A..,»,"’’ + .... + A l «,+A,»o 


+ A w 1 a n * * + .... + Ajfl^-f A ( »o 

Moltiplicate queste equazioni ordinatamente per le indeterminate <t, <t. e 
sommali i risultati si pongano : 


(88) 


si avrà evidentemente : 


a,x, + <s.«. + . . . +n.«'=o 


+ n , a , + • • ■ + <*«*. 


„ a-J , - _ m-t . 


A, = - — a . *„”) 


Or,*» supposto : 


A = ± 


i i ... i 


a a ... a 
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dalle equazioni (88) si ricavano le : 


s t/A 


z d A 


a '~ ^ da! ’ "■“A da! 


z </A 
"" “ A ^7; 


c quindi sostituendo : 


i / </ A </ A </ A \ 

A ' = - x( a "dv + “• + +a/ ^7 


rappresentando col simbolo 2 la somma dei prodotti delle combinazioni ad n -r 
ad n-r delle radici a, , a, ... a, . 

Se supponiamo r=n-t ed indichiamo con F(x) la espressione : 


(x-«, 

le equazioni (88) sono soddisfatte ponendo : 


e quindi : 

i 






F'K) 


1 dà 1 I d A I I ds 

A tfc/" ’ Ffoj “ A 3^* ’ F («”) = A .faT 1 


Osserviamo che : 



i i . . . i 

</A 



a * a * ... ot * 

• j « 


a a a ■* 

i » » 


per cui indicando questo determinante con A i e con F,(x) la espressione : 
(x-a.Hx-a.) . . . (£~a.) 


Analogamente ponendo : 


d A. 


F,'(«.) A, </«.■' 


■ .A = A . ^!=A =i 

da,^ * ’ </<- * da.., 
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« 1 ; 

F,(x) = (x-<q) . . (x-a.) , F,(x)= (x-a 4 ) . . (x-a .) . . F._,(x) - (x^x,.,) (x-a.) 
avremo : . 

i _ i d\ i i d\ i i 

w * a. d*r ’ f>o “ \ ” a.; 

le quali equazioni moltiplicate membro per membro fra loro danno la : 

- a=f'(*,) f;wf;w...f'.>j 

ossìa : 

A- («,-«,) (*,-«,) . . . («,-«.) («,-«,) . . . («,-«.) («,-«() . . . (a..,-*,) 


importante relazione dorata a Vandermonde. 

A questo risultalo si puà anche giungere Dicendo oso di sole proprietà dei de- 
terminanti. Infatti eseguendo sul determinante A la trasformazione indicata all’ Ap- 
plicazione 3.* del §. 5.* si ha : 



ossia dividendo la prima colonna per a,- a, ; la seconda per a,-», ccc. si ha : 




1 I 

«,+*, *•-, + *. 

*r+«r • «;>«:! «.+•••+ 


ed eseguendo di nnovo sopra quest’ ultimo determinante la trasformazione suddetta, 
e quindi dividendo la prima colonna per la seconda per «,-«j ecc. si ottiene: 


“. + a[ . + “. 

(a,*"* + . . .) + ... 

e ripetendo questa operazione (n-i) volte si giungerà al valore di A trovalo sopra. 
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Dn esso deduccsi facilmente che i valori di x, , x, ■ . . x. ricavabili dalle equazioni : 
X, + X, + . . . . + X„ « i 

a,x, + «,x, + .... + a„x. = A 
a’x t + «,*X t +....+ sc.’x. = A* 


«,-r, + «-x, + . . . +a/''x. 
si potranno porre sotto la forma : 

(«,-A) («, -* ) . . . . (*„-k) 

(«,-*) (»,-/>) ... (*.-A) 


x . (» ,-A)( a ,-A)..:K„-A) 

Si indichi con j r la somma delle potenze resimc delle radici dell’ equazione 
proposta , facendo il quadrato del determinante A si ottiene : 



A* «■ II 



. s 


•»-»] 


e siccome per I' equazione (6a) si ha : 

<n-°òH r ^»((’*-« , )A , ,) , +( < ' 1 m) A + .... + (C«-«)A , 
osservando essere : 



I !.. 

... . 



S t 

■ Snt - 1 




- 





a t w *» . 

a*"* 1 

/w 



Sm ■ • 

• 'firn*» 
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avremo la : 


So 

Si 

- Sm— i 

Si 

Si - . 

• Sm 

Sm- 

Sm ■ 

■ ■ S- tm-i 


2 j K-°0 ■ {*,-*«) (*,-«,) • ■ ■ (*—.-«-) ì* 


Applicazioni, i .* 

( ' ■ 

Un determinante nel quale gli clementi costituenti una linea di una colonna 
sono integrali definiti estesi lira gli stessi limiti si può ridurre ad un integrale mul- 
tiplo. In alcuni casi questa trasformazione o la reciproca , quando si possa ese- 
guire , ponno essere utili nella ricerca del valore di quel determinante, o di qoel- 
I’ integrale multiplo. Per mostrare come possa effettuarsi questa trasformazione con- 
sideriamo il determinante : 



ed osserviamo che ogni termine dello sviluppo del medesimo sarebbe un integrale 
definito multiplo dell' ennesimo ordine , per conseguenza quel determinante si potrà 
porre sotto la forma : 



-X 

C ' 

- X 

e • 

—X 

e ■ 

?.(*,) 

?.(•*.) 


- X 

c • X, 

— X ' 

e -oc. 

• —X 

C -x„ 

?,(•*,) 

?.(*■) 


e *' x "" 1 

e - x .*r 

<r*-xr 

?.(■*,) 


?.(*.) 
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ossia il determinarne stesso sarà eguale all’ integrale multiplo : 



essendo : 

A - ( x r x .) ( x r x J ■ ■ ( x r x .) ( x r x ) ( x -r x .) 

Mediante nna di queste trasformazioni ed un teorema sugli integrali particolari 
delle equazioni alle derivate lineari dovuto al Sig. Liouville, (il qual teorema verrà 
dimostrato in seguito ) , il sig. Tissot (*) giunse recentemente a generalizzare al- 
cuni risultati di Abel e di W. Roberts (**). I determinanti di integrali definiti 
erano però già stati considerati dal Sig. Catalan (***). 

3.* La funzione omogenea di grado dispari a due variabili : 
n 1 x*'*‘ + (an+i)o,.r’^ + ( x 1 x*"' 1 / + - • .+(an+i)<z^„x/“ + n 1 . >t y" 

si dirà ridotta alla forma canonica allorquando venga trasformata nella : 

{p> x +qjT" +(/>«*+ qjT" +••••+(/>.„*+ q..jT"- 

Le a(n+i) incognite p, , q t , q t , ... verranno determinate col 

mezzo delle a(/t+i) equazioni le quali si ottengono dall’eguagliare i coefficienti delle 
medesime potenze della x nelle due espressioni. Posto q,=p,*,, f 
e p r ”" -c, , quelle 3(n+i) equazioni saranno : 


C. + C.+ . . . 


c ,“, + <•.*. + • • • 

• + 

c ,*,‘+ c .< + ■■■ 

■ + c..,»*..,- a. 

C t a™ + Cjt ** 1 + . 

Mfl 

•• +c »« a «+< ~ a i 


(*) Journal de Liouville. Anne* i85a. 

(•*) Abrl. Oe u vre» complète», pag. 93 . Tome t.* — Joomal de Liouville. i&5i , i85a. 
(••*) Mèmoirci couronw** par l Acadènoie de Bnaelle». 1 84 * - 
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Dalle prime n+i fra queste equazioni ricavando i valori di C , , c, . . . C,,, si ot- 
terranno n+i equazioni analoghe alla : 


(9°) 
essendo i 


d A 

c ' =a -^ + "*r7r + --- +a - 


f/A 

5«7 


1 I .... 1 
oc, a_ .... og , 


e sostituiti questi valori nell' (n+a)esima equazione si otterrà : 
ti — n 2 et + fi m a a iti a a a = o 

“«♦l •** w i T “<* • • • ■ “i l i “«.! w 


rammentando che : 


d A 


r/A 


... c/A _ 

1 ■ + a . —, — . 4. + a + ■ 1 e + Aiaa a 

</«/ + ■ </ «.• : ,U' • • «-« 


Analogamente eliminando c,«, , c,«, •• ■ dalla a’, 3* . . . (n+3) esima di 

quelle equazioni si avrà : 

fl.«-‘*^,2*, + a. rt Z« I a, * a, = 0 

Continuando ad operare in questo modo , si otterranno evidentemente le « + i 
equazioni seguenti : 


(90 




nelle quali : 


<W a .....™, + <V«, “ 0 

Osserviamo che le saranno le radia della equazione : 


x"* l -ar"m 1 + a^Vn 1 . . . . ± m,„-o 
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So 

ossia le radici della : 



jT' 

X" . 

. . X 1 

( 9=0 

«... 

«... ■ 

■ ■ «, «. 



«-.. • • 

• • «... «... 


la quale si ottiene eliminando le da quest’ ultima e dalle (91). 

Mediante la risoluzione di questa equazione si avranno i valori di a, , a, . . . a. 41 , 
quindi per mezzo delie (90) quelli di c l} C t . . . c„ 41 ; dai quali si deducono i valori 
richiesti di p t , p, - ■ . p. tl , q, 1 <j, - ■ </.„ ■ Notiamo che la equazione (92) mediante 
una trasformazione della quale si è già fatto uso si può ridurre alla : 



a t x-a t a t x-a s 

«..,*-«.., 



a,x-a, 

«...*“«.« 

= O 



■ • a » 4 \ X ~ a t»*t 


Consideriamo la equazione alle derivate lineari dell' enne 

jimo ordine : 


JrM + A._,/<' ,-, > + . 

. . + A t y + A ,jr = 0 


nella quale A»., , A„^ . . . A, , sieno funzioni della variabile rispetto alla quale sono 
prese le derivate. Sieno j' t , y l . . y n n integrali particolari di quell’equazione; e 
ponendo : 


«.r. + «.r. + • 

• ■+'«.;•. - « 

- • 


« j'.' + «.r. - + ■ • 

+ «. .r.' - » 



«.y. (0 +«.r. w + 

+ Oj/.W = z 


si avrà : 

a + . , +a n ^C«-O = o 



A, = - 7 (aj,W+a 

tTt"* + • • + o,jr „<■")) 

ossia ricavando dalle equazioni superiori 

i valori di a , , a, . 

(i. c sostituendoli in 


quest’ ultima si ottiene : 
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essendo : 


i i / , . dS dà </A \ 

A - 1 r (") + v 00 + . . . + r 0») I 

.V AV‘ <//,« '• 


r. f, • • 
fi fi 


■ J m 

■ri 


0 ...j 


0**0 


SÌ osservi che derivando quest’ ultima equazione si ha : 

*/A . dA </A 

(o3) A « r 00 » + r OO : + . . . + y 00 

' 1 *'• dfl***) i iyjf**) 

quindi sarài : 

A --- 
— A 


dalla quale : 


A = Ce~ / *~‘‘* r 


formula dovuta al Sig. Lionvllle. 

Mediante la equazione (93) si ottengono facilmente le seguenti : 


81 




nell' ultima delle quali la r può assumere i valori 3 , 4 Ne deriva che sup- 

ponendo i = o si hanno n - 1 equazioni dalle quali si ricavano le proporzioni : 


( ^ V 

.( Jà V 

( ,ÌA \ 

d A d A 

dà 

Wi" v 

\dfi”> >/ 

\iri n, \i 


■ ,/ r 


■ 1 
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F quindi : 


il A 


rU 


il A 




dy& '> <//,(“•» ; djj n ‘> 

essendo a, , a, ... a. costanti. Questi valori sostituiti nell’ equazione identica : 
il A c/A e/A 


danno la : 


d 1 dy <”■<') + ^ ' d } <'"'> * ' ' ' + -^" </> „' 


t"->) 


«,r. + «.r. + ■ • . + «„r. = 0 

Per T equazione ( 93 ) si hanno anche le seguenti : . 


/ d A \ 

d\ di' / 

\dyi-v) 

1 dy r <' l S > + ilylP-i) ’ \ 


Derivando la penultima una volta, la lerz’ ultima due volle, c cosi di seguito 
si giunge alla : 


d A \(*+0 


f— V 

W (, 7 


(-)' 


rf/J WeV“" W/‘V- 


d 7r V 


si indicazioni . 1 .* 

L’ equazione : 

può scriversi sotto la lumia *. 


A«C <r/W* 


v <»l> — + y <"•») -il- — + . . + v ^ 

7 * 7 " <//.(-< v) ■ 7 *r/ r . 


ossia ponendo : 


si airi : 


e/ A d A 


1/ A 


(94) + ■ • • + Bj-. = Cc- / '> l ‘'-' : d p^ 

Osserviamo che per le relazioni stabilite fra i coefficienti di una equazione alle 
derivate lineari, e gli integrali particolari della medesima; le espressioni y,. 


Digitized by Google 



. 83 


sono integrali particolari dell' equazione : 


+ B„., y . + . . . + Bj'. + B,;. = o 

e quindi per una nota proprietà delle equazioni alle derivate lineari , V integrale 
completo dell’ equazione (g{) sarà : 


essendo : 







_A_ 

«///*•*> 


«-A. Wj- 


dx, A,= 


dS 

df ■> 


Quindi conosciuti n-i integrali particolari di una equazione alle derivate lineari 
dell’ ennesimo ordine , si potrà determinare I’ ennesimo in funzione di essi. Questo 
importante teorema è dovuto al Sig. Malmstert (*). 


a.' Denominando con x,y,z le coordinale di un punto di una linea a dop- 
pia curvatura , con r, p i raggi di curvatura e di torsione , e ponendo per brevità : 


si ba : 


■JC’ + y'+S 


x y z 

x"' /" z" 

gir *jiv 


r i / , dà , d\ , dA \ 
p m' dx " + ^ dy n “ ih 1 ’ ) 


supposto che le derivate sieno prese rispetto all’ arco. Per determinare la linea per 
r 

la quale il rapporto — è costante , si derivi quest’ ultima equazione c si avrà : 



Ma dalle equazioni : 

xx" + y' y" + z'z" - o 
x x"‘ + y'y'" + zz"‘ - -m* 
xx 1 " + yr'y + z'z" = - 3 mm 

O Creile Journal fìkr die Mathrmatik. Band. Jq. 
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iti hanno le : 


it 


( d\ , ( M\ ; (d& , ,d*\ / rfA ,rfA\ 

\, dx dx' v ) V dj dy" J V dz dz n ) 


le quali moltiplicate ordinatamente per x',y',z' e sommale danno per la (95): 

A =0 

a. x + by + cz =k 


e quindi : 


essendo a, b, e k quantità costanti. La linea richiesta sarà dunque un elice trac- 
ciata sopra un cilindro di cui le generatrici sono parallele ad una retta determinata (*). 


IO.* Ik'i (ietenniuanti delle funzioni. 


Kapprcsentino y x , y . . . y m n funzioni fra loro indipendenti delle variabili x , , 
x, ... x« 5 formando le derivate prime parziali di quelle funzioni rispetto a ciascuna 

delle Tariabili si ottengono n* quantità analoghe alla ~ = y r '(x t ). Il determinante: 

dx. 


r.’fo) ! 

P . | ^ . i( ±r ; W7 ; ( xj. . . r ;,x.» 

I r.‘( x ,) r.\x.) ... r.(x.) i 

chiamasi determinante funzionale , o determinante delle derivate prime parziali delle 
funzioni y,,jr x . . .y, rispetto alle variabili X, , x t . . . x„ . 

L’ ordine del determinante funzionale è eguale al numero delle funzioni , e non 
e minore che allorquando alcune funzioni sieno eguali ad alcune variabili. Per esem- 
pio se fossero : 

j. 1 y,.,--*',» 

il determinante si ridurrebbe al : 

■ • )r(X,)) 


c quindi sarebbe dell" resi ino ordine. 


(■) Mooge. Application de l’Analyic a la Geometrir. Gnqnicmc editino. Note i. 
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Se dalle equazioni : 

J,(x, x.) ~j\ , J,(x, , x, . x.)^, J.(x, , x, ... x.) =7. 

si ricavano i valori di x, , x, . . . x. e questi valori si sostituiscono nelle equazioni 
medesime , si ottengono mediante la derivazione le seguenti : 

, //(*,) *,’(n) + jvtaK'Ov) + ••••+ = i 

(9°) 

n!W^,'(r,) +/.(•*■,) -r.tr.) +7.- (•*.)*. (,r.)“ 0 

e se nel valore trovalo per x, si sostituiscono alle 7, , 7’t • • ■ > l° r0 valori . si 

avranno le equazioni : 


. . /,'(x r )x r ’(j-,) + r,'(x,)x;(r.) + — + r.X^Xtr.) = > 

(97) 

7,(x,)*;(_x,) + 7, (x.) x, (/,) + — (•*•.) *v(r.) = » 

Quindi indicando con Q il determinante : 

“ ( ± - r iV.) • • • •T.'O.)) 

si avrà dalla nota regola per la moltiplicazione dei determinanti : 


PQ » i 


Se nella seconda delle equazioni (9G) si pone s=i , a 
equazioni dalle quali si ricava : 


(98) 




d Q 

dx;{Yr) 


.. n si ottengono n 


ed analogamente dalle (97) ricavasi la : 



Px.'fj.) 


di ' 

dyii*,) 


V(*J = 


r/P z/Q 


Rappresentando con S il determinante ad elementi reciproci del determinante P, 
osservando che dall’ equazione (48) ponendo imo , r-s ed r+c = «+ 1 si ottiene la : 


S. 


, = P..P'- 


Digitized by Google 



86 

ossia la : 

“ ( ± ^'(- r 0/'r, 1 (*r«) • J.'W ) “ *(*«„“„• * 

per P equazione (99) si avrà : 

2 ( tjJMr'rJfrJ ■ • • r.'( J .) ) = p - ( * <Cr.) *,’</.) 

ed analogamente : 

^(=fx r '(r,)x' ru (y,„)...x.’(j m )) = Q^ty.'tar.l/.’tJf,). . . 


Derivando il determinante Q rispetto ad y, si ha 


</Q v v <fx r ■ 

ày, m dx\'(rm) dy„ dy. 


ossia per P equazione (98) : 


<r. Q '^drmdy.*^ Xr) 


od anche : 

(100) 

e siccome P Q * 1 si avrà : 
Ma : 


^ = Q2 dx:( rA 

dy. ' dx r 


^ + P2 ,^) = 0 

dy, dx r 

dP . d P 


quindi sostituendo si ottiene la : 

(/P x,'(y,) 

2, — ^ — » o 

<lx, 

la quale per P equazione (99) può scriversi : 

, v <*«.„ d<x, % - . da.j, 

(,0,) sr + s: + ---- + 's:" 0 


r.fcr.t) 

«V-.OVj) 
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Notiamo die essendo : 


87 


p - ««;'>.) + r.’te) + — + 


si avrà anche per 1’ equazione superiore : 


P 


+ ^..r. + 

</*£•, dx t 


. + 


<1*. 


Supponiamo che fra le variabili x, , x , . . . x„ e le funzioni y\ ,f,-- /„ sussi- 
stano le equazioni : 

?, - 0 > ?. - 0 > ?» = 0 

Se da queste si ricavano i valori di /, > •/, • ■ • JT. ; e si sostituiscono i valori 
ottenuti nelle equazioni medesime , esse verranno soddisfatte , e quindi si avrà : 




rf?, -/ \ 


<!?r 

dx r 


e quindi per la regola della moltiplicazione si avrà : 


(ioa) 


PS 


' ^ ‘hi 

. d jr> d r. 



d ?. \ 

dxj 


Applicazione. 

Rappresentino A t , A,.. . A. n funzioni delle variabili x,,x,...x. c si consi- 
deri la equazione alle derivate parziali lineari del primo ordine : 


(i°3) A, //(x,) + Aj/(r,) + . . . + A. ;•/(*.) = o 

Steno J,i y, - ■ > J', t , ■ J.i n-\ soluzioni indipendenti fra loro di questa 

equazione; si otterranno mediante la sostituzione n-i equazioni identiche dalle quali 
si hanno le proporzioni : 

A, : A, : . . . v : A. = a, x : x rJ , 

Indichiamo con M il valore comune a questi rapporti , sarà evidentemente : 

P" M ( A .r/W + Aj;(x.) + ... + A./ r (x.)) 
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e per 1' equazione ( 101 ) si avrà : 


(io4) 


d MA, (/MA (/MA. 

+ 1 +....+ - 

dx, dx, dx. 


La quantità M per la quale hanno luogo le due proprietà espresse in queste 
due ultime equazioni venne dal Sig. Jacobi (*} denominata il moltiplicatore dell'e- 
quazione a derivale parziali ( t o3) , o del sistema di equazioni a derivate ordinarie : 


(tò5) x,’ : x, ' : ... : x. - A, : A, : ... : A. 


Supponiamo ora che : 

u .- A .r,1x.) +A .r.<*J + — + A -r, '(•*.) 

(toG) B, - \,yZ(x,) + A, j.'tx.l + . . . . +A.^,'(x.) 

b. - A ./.( x ,) + A . r'-(*ù +. — + A - r'.( x -) 


nelle quali B t , B, ... . B. sieno funzioni di y,, y,. . .y,. Derivando queste equazioni 
ordinatamente per y, , y,. . .y, , e sommando i risultati, rammentando essere: 


si ha : 


v dy ,(x ,) i dP 

K ~dy~ " V i/7. 



ì(a. 


rfp 

dx. 


dP dV 

+ A, — — + . . . + A_ ~ , — 
tlx, dx, 


> \ d A, d A, 
Zi + dx, + dx. 



e siccome essendo PQ « i si ha : 

e£P J </Q 
P dx, ~ ~ Q Ir, 

si avrà anche : 


n dH, / (/Q (/Q . </Q\ ../(/A, (/A, </A\ 

Q *'dy, “ - + A * &.*-**•*-) + Q + ■ • ‘ + ,/x7j 

Ora per le equazioni (toG) si ha qualunque sia M la : 

t , rfMQ „ (/MQ „ ,/MQ . ,/MQ . </MQ . ,/MQ 

1 dy, * dy, dy, 1 dx, * dx, dx. 


O MaUienwti*chc Werke. BantL i. 
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quindi moltiplicando la penultima equazione per M e sommandola con quest'ullima 
membro per membro si ottiene : 


, . ,/MQB, (/MQB, ,/MQB. „ A/MA, d MA ,/MA \ 

(,07) — + . . + = Q ( -j— ! + —— 2 + . . + — — : ) 

dy, dy, dy . \ dx, dx, dx. I 


Osserviamo che essendo : 


Tr -jVK)x,' +7,'(xjaf,' + . . +y,'(x,)x,' 

dal sistema di equazioni (to 5 ) si deduce I’ equivalente sistema : 
y;:y;: B,.B, ...... 15 . 

Se le : 

fi - «■ t f. = «. r- - "... 

sono n-2 integrali del sistema (to 5 ) saranno identicamente nulle le B,, B,. . . B„, , 
e dall' equazione (107) si avrà : 

,/MQB. , ,/MQB. „ /(/MA, ,/MA, JMAA 

-^ + -(^r =Q l^r + ^r + + ^r) 

Supponiamo che il moltiplicatore M sia determinato in modo da rendere 1 


• 0 ° 8 ) 


d MA, ,/MA, ,/MA. 

dx, *” (ir. dx. 


si avrà per questo valore di M 


e/.MQB ,/MQB. 

—, + —, ° 

df.., dy. 


cioè MQ sarà, come è noto , il moltiplicatore opportuno per I’ integrazione dell’ e- 


quazione : 


e quindi : 


- B.-, /. “ o 

/MQ(B./.., - B„_, /.) = cosi.’ 


sarà l’ultimo integrale delle equazioni ( 1 o 5 ). 
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Ne risulta che conosciuti n-j integrali delle n- ■ equazioni (to 5 ), e conosciuto 
un valore di M che soddisfi la (108), l'ultimo integrale delle equazioni medesime 
dipende da una quadratura. Questa proprietà trovata dal Sig. Jacobi venne dal 
medesimo autore denominala principio delf ultimo moltiplicatore. 

Vediamo ora come possa determinarsi il valore di M nel sistema di equazioni 
corrispondente ai problemi della Dinamica. 

Indicando con T la semisomma delle forze vive, con U la funzione delle for- 
ze , le equazioni della dinamica come è noto si ponno porre sotto la forma : 

= f/ <r- u > a h. = _ ^( T ~ u ) 

<lt i tp, ' ili dtp 

nelle quali facciasi /•« i, a ...n. Ponendo : 

</(T-U) r/lU-T) 

tip, ’ dq, 

quelle equazioni equivalgono alle : 

£ : q ‘ t : : • . : r/„' :/»,* : pi : . . . - I : P. : P. : : P. : Q, : Q. : : Q. 


Quindi la equazione analoga alla (108) per la quale viene determinato il mol- 
tiplicatore M corrispondente a questo sistema di equazioni sarà la : 


r/M i/MP, r/MP. f/MQ, ,/MO„ 

■ . - + - - — + — + . . . + ' 

ut dtp dtp dp x tip „ 

la quale, essendo eiidentementc : 

JP, </Q, 

+ ~t — = ° 

tlq, tip, 

trasformasi nella : 


d\I d M 

“T— + P. -J + 

ili lllj l 


n „ dM n r/M 

+ P«*7— + Qi 7— + • ■ + Q. 7- 
dq. dp , '//'» 


Questa equazione essendo soddisfalla dal supporre M costante o per maggior 
semplicità M = 1 , ne risulta ebe il moltiplicatore per le equazioni della dinamica 
poste sotto la forma supcriore è f unità. 
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Moltiplicando ordinatamente le equazioni t 
7 1 (x,)« l + r , (x,)«,+ . . . 

r«T*.K+r.‘(*>.+ ••• • 

per JC r '(j') , .r,'(_p,) . jr, ’(}'„) si otterrà per le equazioni (9-) la . 

> ‘ 

ed analogamente moltiplicando le equazioni ! 

r», +/.'(*,)", + ••'•+ /.’(*, K = 


+ • • • +/.'(■»»)“. 

pw X.’fc) > <(/,)... X„'(f r ) si avrà per le (96) la : 

Poniamo : 

( 1 09) 7 ' ^ r * (jr,) + ^-'(*.> + • ■ + 7 rW).T .'(•*.) = A.,. - A., 

x ,’(r.) + *.’0v) <0.) + ••■• + x/(rr)x;o-.)=E r ,,=E.,, 

e sostituendo in quest' ultima equazione 1 , 3, 3 . .. « in luogo di ; si otterranno 
n equazioni dalle quali ricavando i valori di x,’(jv) , x,'^,) . . .x„'(_y r ) per quanto 
si £ dimostrato sopra si avranno le : 

x,(n) - E r,, r.(*.) + E -,. r,‘(x,) + 
ar ,tr.)“ E r,.r.'( x v) +E .ar.'W + •'•• + E.,»;'.'(xj 


x,(/ r ) « E, lU r.'w* E ,,,r.'(*.) + ■ ■ + iw,'(x.) 

Moltiplicando queste equazioni ordiuatameiile [>cr / r ’(.T,) , - . J r (x m ) o 

per /.'(*,) , }V(x,) .. /,'(x„) si otterranno avendo riguardo alle (96) ,( 1 09) le due 
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seguenti : 


E,„ A,„ + E, t A„, + + E„. A r „ = i 

E... A m + E r „ A., + • • ■ + E, A,, = o 


dalle quali ponendo : 


A,., A„ . 

A„ 


K e m 

E„. j 

A„ A,, 

A*. 

, Q’ li = 

E. , E m 

E ~ | 

A.., A.„ . 

a:,. 

■ 

E. , E„ 

■ E„ i 


si hanno le : 


(no) 


K1I- i t A r „ 


i rfll dK 

il ,7 e~’ 


Applicazione. 

Si indichi con F una funzione delle funiioni fra loro indipendenti y t , )',■■■ y. 
e pongasi per brevità : 


FK)=X r , F'(jv) - Y, ; 


si avranno evidentemente le : 

\ - Y.xW + v.rMÒ + • • • + y. ,.(x t ) 

x . - Y , /,'(*.) + Y ,/.'(- r .) + • • • + Y - r.to 


x . = V. /,'(•*.) + Y, 7 ,'(.r.) + . + Y./.'(.r.) 

Moltiplicando queste equaiioni ordinatamente per J , e 

sommando i risultati si ottiene : 

(■ 1 • ) x , r.'W + + • • ■ + x . Tri 1 .) = L - 

esscndo in causa delle equazioni (log) : 


L, = Y, A r-1 + Y, A,, + .... + Y. K rJ , 

ossia per la seconda delle (ito) : 

. . v e/ll ,/ll v 

( 1 12 ) HL, - Y, dE + \ - + ■ ■ + Y. 
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Se nella equazione (in), si fa r« i , a . . n si ottengono n equazioni dalle 
quali si ricavano le : 

x, = k, *,'(/,) + L . <(r.) + + l. *,(/.) 

( 1 1 3) X, = L, + L, x,(j,j + . + L.x.Xr.) 


x. = L, *„’(;•,) + L, + . . . + L„ xj(r.) 

e dalla equazione (112) si deduce facilmente la : 

LE + L E +... + LE * Y 

Derivando le equazioni (li 3 ) ordinatamente rispetto ad .r, , jr, I, e som- 
mando i risultati si ottiene la : 

v Q . 'Ih + .£j + ... + ^ + L2, 'Ì^. + L 2, v L. 2 ^-lM 

dx, dy t dy t dy. 1 ' dx r * r dx, ’ ' r/.r. 


r/X„ \ ,/L,Q r/L,Q r/L„Q 

</,, + di,' + + ~dy. ’ 


ossia per la (ioo) : 

la quale equazione rammentando essere PQ= i può anche assumere la forma : 

„ _ r/X, /r/L, r/L, r/L\ / r/P r r/P r r/P\ 

r/x, \'(r, •'/./ \ <*r. 

r/P r/P r/P .... 

c siccome moltiplicando le (n j) per , — — ■ . . . — — c sommando i risul- 

lljj /|J: fl 

tali si ha : 


v < 1 P r/P 

x -,77. + x -r7J. + 


v r/P r r/P T r/P T r/P 

+ X. — — = L - — + L -j— + . . . + L„ - — 

dx. dy, dy, dy. 


sostituendo avremo : 




r/L,\ r/X,P r/X,P r/X,P 

e/;./ </x, dx, + r/.r. 
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Mediante la equazione ( 1 1 4) ai ottiene una trasformazione generale della equa* 
zionc alle derivate parziali del secondo ordine ad « + i variabili : 


<f*F j ,7F 


rf*F 


tlx' + dx' + dx' 


la quale trasformazione pel caso di n = 3 corrisponde a quella trovata da Jacobi 
col mezzo del calcolo delle variazioni (*) , e comprende quindi come casi partico- 
lari quelle dovute a Laplace, a Lame' ed a Caucby (**). Se supponiamo E,, = o 
si ha : 


d\l 


Q=V(H m e m ...ej, hl,»y, Se 


quindi : 


L,Q 


VIE,., E., E^_,K, E.,) dF 


VE, 


àfr 


Sieno : 

=7,008/,, X,»7, scnj-.cos;,, x.-y.seny.scny.cosj; . . . . 
x. ,»/, senj.sen/, . scnj„_cosj„ , x. senj.sen;-, . . sen;„ 

si ottengono facilmente la E, ; * o e le : 


e quindi : 


E,, = i, E m =/,* , E„-/, , sen , / t , ... 

E„,„ - 7 ,‘sen'j.sen*/,. . sei,*; 

dF 


L,Q -7,-' sen "‘/. ,en 7, sen 7*-. 


L, Q =/," ‘ sen'>, sen-y, seny.., 


LjQ»/"" 1 sen’y, sen . . sen_j-._, 


d jr, 

dF 

< 7 , 

dF 

W, 


dF 


L,Q=7,’ r ‘ sen ’-' r , sen"'*/, sen^y,., sen’ y r . sen/,., -y 


Pel caso di n = 3 si ottiene la : 


(*) Mathcma lische Worke. Djnd. IL 

Journal tic l’École Polytccniquc. Cahier. a3*. — Exerricc* d’Aoalyic et de Phyaiqne Mathéinatir|uc. 
Tome dcuxicrac. 
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iFF ,n ,rr dr '% t ,Uen S'$, , (TF 
teì+Tx? + “Ir. + ^ 7 . " 0 

la quale è la nota trasformatone di Laplace. 

Dalla seconda delle equazioni ( 1 09) si ricava mediante la derivazione la seguente : 


t*J m ( y 1 

e da ^questa punendo : 


si hanno le : 


, 1 dxj(r )_ , (JK. ^ ^ _ «/E r , w \ 
<l) m ' \ dy m dy r dy, ) 

^ | ( /di’*, , , (lliw.i l^hr,« \ 

* \ dj „ dy, dy, ) 


d-r, W 

dj’m 


m, ;.(*.) + + • • • + »>.r.’( x .) 


(' '«) “ M./. W + Mj .'W + • • ■ + U.J.X*.) 


d-rjy,) 




Consideriamo ora il dctcrminanlc : 


X, 

*U ■ ■ 

■ x„. 

X, 

x., x„ 

X„. 

X. 

X.,, x.„ 


0 

x, x. 

• x. 


nel quale X, , » X 
due seguenti : 


rfx, 

i/.r, ’ 


ed osserviamo che esso può risultare dal prodotto dei 


Y . «M 


r.'ta) r.'fo) - • .r,'(*.) ° 

Y . «... «... 


jVte) /.’(■*.) • /.■(■*•.) 0 

Y„ «„ , „ 


• .r.'fcO 0 

0 X, X, X. 


0 0 0 1 
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primo dei quali si c posto . Moltiplicando il primo di questi deter- 

minanti pel determinante : 


nel 


e ponendo : 

0 > 7 ) 

si ottiene : 


0 <(j>) <w 

x.’b.) 





I O 0 . . 

O 


a ,.r*, ’fer.) + • ■ + *.'(/.) =A„ 


K, K. 

• Am Y . 

*«*« 

AmY, 


• A., Y„. 

Y, Y, 

Y. 0 


e siccome per le operazioni eseguite si ha evidentemente S = VQ 1 sari : 



Notiamo che derivando la equazione : 


Y . - X, *,'{/,) + X, + • • ■ + x„ *.'(/.) 

rispetto ad y, si ha per le equazioni (i i i), (il G) c ( « 1 7) : 

(dlLg m f/lai ffl ^l’v\ 


dalla quale : 


v V I I v T (l\w,m «lv\ 

Y,,r = Y r ,i - h,,, + , + - d — - - d y m ) 

h -Y - - v I (fày 

‘ “ \ dfr il), <lj„) 


e quindi la espressione V risulterà formala colle Y, , Y, . . . E, , e loro derivale. 
Se nella espressione : 


, T T l'*i ,^1 dlV,m 

T " "WrT +_ 4r» 
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sostituiamo per L m il suo valore ( 1 1 a) si ha : 

v Y ( dV^ dE^, rfE^A 

H ‘ “*\ dj r djr, djm ) dE m>i 
e siccome per le (109) (xi 5 ) il determinante : 

v ( /dE l/m ^ dE ri „ </E,,A dii 

\ dj r + djr, dì m ) 

risulta dal prodotto dei due c 


Q- 


<(/t) «r.) 

X ,'0'é-') 

fir ,'(r.) 

dj. 

«/<+') 

x /(r.) 

<(r.) «r.) 

x .(r—) 

djr 

«/«>.) 

x .(r„) 

*-'W x .'0\) • 

A(r*-i) 

d*.'(j.) 

dj r 

<(/■+') 

x .(r.) 


indicando quest’ ultimo determinante con si avrà 


A,, = Y aj --^2 .Y 1 ®N v 

Se supponiamo Y, = Y,= . . . =Y,_, = o Y„ = 1 si hanno le: 


S = 


A„, À M h^, 

h* ^1|M 




. A- = - Q ( "^ 


e ponendo * k l r = k, , si ha : 


(-Q)" 


"14 * ^ 


i- £ Jt 


i 3 
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dalla quale per n « 3 si ottiene la nota espressione di Gauss per la curvatura ili 
una superficie (*). 

Dalla equazione (ioa) si deducono due forinole di molto uso nella teorica dei 
determinanti funzionali. Se da s qualsivogliano fra le equazioni : 

( * 1 8 ) y,i x , >*. •*.) -jr, » 7 ,(*. > *, -*.) -r. — r.(*. .•*.••■*.) =y. 

si ricavano i valori di x, tl , x,„ . . . x r>< e questi valori si sostituiscono nelle altre 
n-s si ottengono le : 

?, ~y,( x , , ... x, j •• • Tr.. » ••••*.) = ° 


9' y r ~y ^ - ■ • X r » y r*i > • • • y F4»i x < • • ■ ^«) ° 
(* ‘9) X, X,)= O 


9».=yr..-rrMo *.■ 

9*-*ui ....i X ‘ ’ y '.! y . i x„) - o 


?.~y.-y.( x ,- 

•• X.,y,. x ■■■ yr..,x rt ,' X . ... x 

Per la. forma delle (unzioni 

y, , y ( c evidente la 

» 

v (‘h, d °. 

df.\ do, do. 

d?. 

“ \ ‘>y, d r. 

' d y.) ~ d r, d r. 

dy. 

d 9 r 

e siccome ~ - i si atra : 
d Jr 



2 (i 

drf,d<f t do A 


\ 

dy, d r , dy.) 1 


Inoltre essendo : 



d 9 , d 9 . 

d 9 r d ?rt ,„ 

dy. 

- dx„, <tx„, 

dx r „ dx, t , 

dx 

“ f.i 

df, J<f, 

d 9r . d ? , t „, 

d 9. 

dx r„ dx rtt 

dx,„ dx, t . 

llx 

‘^'♦1 

d 9, d 9. 

d ?r df^ t , 

d 9 . 

<tx,„ 

dx„. dx, t . 

dx„. 


(•) NouVriitx Mcmoirr* de la Sotielé Royalc de» Science* de GoUingnr. T* VI * 
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, / r/y, dj, df, 
\ dx.dx, di. 


) 


df, 

d?i 

df, 

df, 

dx. 

dx. 

dr,...,’ 


df. 

<tf r 

df. 


dx. 

dx. 


r/x„ 

d?r..., 

dì,..., 

df,..., 

d?.„„ 

dx. 

dx. 

d^r* J4I 

dx. 

df. 

df. 

df. 

df. 

dx 

1 

dx. 


dx n 


df,., 

df,.. 


dx 

dx,.. ' 





rir,., 

<^r., ' 


df v 



dx,« 




Ora per le equazioni (119) 



dunque rammentando la (102) si avrà la equazione seguente : 

p = £ ( ± Cr.'W) • • • (r,V,)) (y «'Vtl ) * * * (7-VJ)) 2 (*/'JP„ì ■ ■ 

nel primo determinante del secondo membro della quale le 7,'(x 1 ) , 7 1 (x t ) ... si 
sono poste fra parentesi, giacché le 7, ,7,. .. 7 - ,, 7 V,i„- •• 7 . si considerano come 
funzioni di a-, , x, . . . x , , 7,., . . y ,,, , x,,, (1 ... or. . Affatto analogamente si otterrà la : 

(uo) if'rMr t .)))H*y^,) ■ ' r.'M) 

Se in quest’ ultima poniamo s= 1 si ha : 

(■21) . P“(7'„,(*r„))-«r.,,., 

Supponiamo ora che dalla prima delle (1 18) si ricavi il valore di x, in fun- 
zione di x t , x,... x„ e si sostituisca nelle altre; dalla seconda il valore di x, 
in funzione di x, , X4 . . . x. e si ponga nelle seguenti e cosi via. Quelle equazioni 
prenderanno la forma : 

f, = 7. -/.(■*• •••*.)- 0 

?.=r.-r.(j r „*. *.) = ° 

O 32 ) ?. =/, -7, (r, *0-° 

?. =7. - r.(7.>7.- ■ •/«> *><» 
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c siccome si hanno evidentemente le : 



y / <*?, d J, ^ <h. ^ 

\ <lx, dx t ' «£r„/ " fir, dx,' rfx. 


per la (102) si avrà anche : 

(124) p~ 0 V<*. >)(/.(*.)) ■ • (/.(*.» 

le parentesi dinotando anche in quest’ ultima equazione la composizione delle 
J,,J. ■ 

Applicazione. 

Indichiamo con A, , il determinante : 

ifir.'W/.'W ' • /4^«.)/-+r(X«, + ,)) 

Se nella funzione y m ~r si introducono le y t , y x . .y m in luogo delle x, . x, x m 
si ha per la formola ( 1 2 1 ) : 

A,„ = (/m+, (x« + ,)) 2 (±j i - (x 1 ) . y’Jix„)) 

c quindi sarà : 

~ A m A tl ... A, = |2^±^' 1 (x 1 )...j«,{xJ)| ~( *(/ »+i(*1»+i))— ( y Jx.))) 

ed osservando la (120) : 

~( ±A m A m A„- m , n -m) « P-jM’XWf.lhi - y-**'.») l}"' - '' 

Supponiamo : 


Jr ' 

«„,T, + 

.r # + . . 

■ + «r*X, 

«V 

^1,1 .... 

- rtl )B l 


«v 

flj,? • • ■ 

• a i,m 



• * • 

■ l hn,m 

' flwynhi 


1 rtm+r,a . . 
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«... 

«v 

, 

^ 1,3 • 

• ■ rt| f m 

• * 

n-m— l 

. 

tf.,1 

<*7,1 

<? l,1 • 

• <h,n 


. 

"™>' 





^«,a ■ 

■ (ht ,n 


La proprietà espressa in questa formola c dovuta al Sig. Sylvestcr (*). Se nel* 
l’equazione superiore poniamo m = n- 2 si ottiene una equazione che, ò un caso 
particolare della (14) del §. 3 .° 

È evidente che se le funzioni y x , y \ ... jr n non sono indipendenti fra loro, ma 
sono legate dall’ equazione : 

firn?, /.)=° 

il determinante P è eguale a zero. Ciò provasi osservando die hanno luogo n 
equazioni analoghe alla : 


fX*r) + JJT + • ' • + ?•(*') = 6 

e quindi sarà P»o. 

Col mezzo dell' equazione (121) possiamo dimostrare anche la reciproca ; 
cioè die se il determinante P è eguale a zero, le funzioni y t , y,...y m non sono 
indipendenti fra loro. Supporremo che la proprietà si verifichi pel determinante del- 
l’n-i ordine a, , , e proveremo che in questa ipotesi si verifica anche pel deter- 
minante P ; talché quando quella proprietà sarà dimostrata pd determinante del 
secondo ordine lo sarà anche in generale. Osserviamo che se P = o , per P equa- 
zione (121) dovrà essere eguale a zero o (j",'(x r )), oppure . Nel secondo caso 
per l' ipotesi ammessa sarebbero le non indipendenti fra 

loro , il che non può aver luogo osservando al modo mediante il quale fu trovata 
la equazione medesima (t2t), dunque dovrà essere (y r ’(.r,)) = o ; cioè y, sarà espri- 
mibile col mezzo delle sole funzioni y lt y t . . y r .,,y r , ,. . . y. , e quindi le funzioni 
y, y Yt - X- non saranno indipendenti fra loro. 

Ora il determinante del secondo ordine : 

r.'( x .) j.'fo) -r, to) /.'(*,) 


,l _± 

<b\ 


O Pbilosoplural Magazine. i85i. 
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per P equazione (121) è eguale ad : 

(/,’(*.)) j>.) • 

e siccome la funzione jr conterrà in generale la variabile x, , se il determinante 
sarà nullo lo dovrà essere (/,'(*,)) j e quindi le funzioni y t , y x non saranno in- 
dipendenti fra loro. __ 

La foratola (ioa) dà il valore del determinante P quando fra le n variabili x, 
e le n funzioni y sussistano n equazioni y =■ o. Supponiamo ora che le funzioni y 
e le equazioni y = o sieno in numero maggiore delle variabili x , e veniamo a de- 
terminare il valore del determinante P. Sieno : 


y, = o , y, = o.. . y„„=o 


n+r equazioni che hanno luogo fra le n variabili jr, e le funzioni y 0 y, y^, 

di queste variabili. Ricavando dalle y.„”0 , y. >t - o 0 > valori di y,„ , 

y mtx . . . y mxr , e sostituendo questi valori nelle prime n equazioni si hanno le : 


y.(x, )X,...x., y,(x, ,x x ...x.,y 0 y t .. y.)=a . y.(x„ x,. ..x. . y.)=o 


Queste n equazioni danno per la foratola (ioa) : 


"’ 5 > "(•<£> 0 (|))-<-rK*(è,)0- ■(&)) 


nella quale le derivate sono poste fra parentesi per indicare la composizione delle 
y, , y, . . . y, . Ora osserviamo che : 


c che : 



rfy, rfy, t/ f \ 

t/x, dx x t/jr, ) 


/ «/y, e/y. 

d 1*\ 

(. d 1'« 

d ?-.r\ 

ml (± d ±. 

dy.„ 

d f:r\ 

\ dx,djc. 

dxj 

\ d X'«WZ' 

d r~,i 


<(r.« 

d rJ 


essendo : 


/<*?, \ 


_ ( d f> \ _ 

( df '• ì 

WJ' 

\£ 

i 

Vr.J 


Inoltre si ha evidentemente : 
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' l d J\ d /.' d r.J “ \ ^ ,l r ) WJ ' W 0) “ V <*/.„ 


dunque dall’ equazione (ia 5 ) si avrà : 


( d 9, d 9. 

d %S^ 

= 2 (±Ùl d Ji 

d 9 . d 9-„ 

d 9.^\ 

{ 4r, d r. 

' d r«J 

\ dx t dx . 

d r.» 

d Ur) 


la quale dà il valore del determinante P. 

Se le y , y t . . . y m saranno funiioni composte delle variabili x,, or,... x . , cioè 
fossero funiioni di altre funiioni y, , y t . . . y„ delle variabili x, , x , . . . x. dall’equa- 
zione (ioa) si ha evidentemente : 


P = 2 


( d J\ d 7 . 

±a 2 


dj. 


{ </?, ' 

" d fJ 


dx , 

dx.J 


e se le funiioni componenli saranno in numero maggiore delle y x , ■ y, : per 

esempio fossero in numero m>n, si avrebbe per la (61) del §. : 


P - 2 


[z(±* 


d K\ 

d ì r .J \ dx t dx % dx.J 


nella quale il primo simbolo 2 rappresenta la somma di tanti prodotti analoghi 
all’ esposto i quali si ottengono ponendo in luogo degli indici r, , r t . . . r. n qua- 
lunque dei numeri ) , a , 3 . . m. 

Supponiamo che (ira le variabili x, , x t . . . x. sieno date le n equazioni : 


r,-**» ra- 

nelle quali , a,... a. sono costanti, e che mediante trasformazioni eseguite su di 
esse equazioni , si riducano le medesime alla forma : 


?,(x„ X....X, , .*,) =#, , y.(x, , X,. .X. ■ y„(x, , x,. . .x. , «, , 

Le « t , a g . . . a n si potranno ritenere come funzioni implicite, e per la forinola (102) 
si avrà : 

V 
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Quindi il determinante funzionale P non cambierà di valore in questa trasfor- 
mazione ogni qualvolta sia : 


(ih.; 

\(Ìh ,'t 

( J f‘ .\\ 

\d*, . 

ì U, ) 

■ [dx. )) 


come sarebbe nel caso in cui y, non contenesse a , , f, non contenesse a , « . . . e $>„ 
non contenesse a,... a.. 


Applicazione. 

Dall' equazione ( t a 4 ) si deduce la formola generale per la trasformazione de- 
gli integrali multipli. Si consideri 1 ’ integrale multiplo dell’ ordine ennesimo : 


f"Udy,dy,...dy. 


e si suppongano le y„ y,. . .y. legale ad altre n variabili x , , .r, ... x. dalle equa- 
zioni (122). Estendendo la regola ordinaria per la trasformazione degli integrali 
semplici, (come si (à generalmente nella ricerca delle forinole per la trasformazione 
degli integrali duplicati , c triplicati (*)) si ottiene la : 


/*U tlf, djr,.. dy. 


_ f v <h, ‘h. 

J dx dx. 


. — — . dx tlx, . . . dx . 
dx. 


ossia per le equazioni (ia 3 ) , (ia 4 ) : 

J n U dy, dy, . . , dy. =/" U . P dx, dx,. .. dx. 
la quale i la formola richiesta. Affatto analogamente si avrà : 

f" U dx, dx, . . . dx. ~S" U • Q dy, dy, . . . dy. 

Quest’ ultima equazione per la seconda delle (109) si può anche scrivere : 


j '" U dx, dx, . . . dx. = f'U. \/H . dy, dy,.. . dy. 


O Bordoni. Lezioni di Calcolo Sublime. Tomo I. 


Digitized by Google 


«' nello supposizione cbe E r j = o si avrà : 

f" U U V (E„ E*, • 1\,„) dy x dy t . . . dy. 

Supponiamo che le equazioni fra le variabili i, y sicuo della forma : 

x ' x ' -r.' 

- + — - + ,... + — — - i 

r--«, r-“, y-a. 

nella quale a, , a, ■ ■ ■ n m sono costanti. Posto : 

. . (z-y.) /(*) = (a-o.) (=-«,) . . (z-a.) 

si hanno come è noto le : 


X . = _ F W x ._ F W x ._ F K> 

’ /(«,) 1 /(«,)'■“ " = “/(«.) 

c quindi derivando rispetto ad y r : 

■ * /’(«,) «rjr, ’ ■ ,0J 7W 

dalle quali : 

x >( r ) s .. F J5) _JL_ T ^ r t-_. F K) « . v . , F K) ■ 

1 ‘/W («.-/.)’ ’ ' W 7W K-/T * 0r)_ ‘ •/{«.) (a.-/.) 1 

ctl : , 


«rJ«r,)=-T 


’/(«,) (vrJ («,-/.) 

Ora se si rammentano le equazioni 




. _ IM _j__ F K) » 

JÌTr) m f (°,) («,-rJ' V K> (v^)' + " ' + /K) («.-/,)• 


y>„) 


f k) 


F k> 


1 . + F w 


F K) 


/(«.) («,-/.) K-r.) /K) K-r,) («.-/.) + ' + /(«.) K-/,)(a.-J.) 

•4 


Digitized by Google 


io6 

si hanno le : 


c quindi sarà : 


E,, = 


E,, 


■ F'(r.) 
"*'Ar-> 


/ n 

Urfi, 


<ir, . . (ir. 


V 


tt ^(F'Cr, )?■(/,)■ F'(jJ) , , 


Col mezzo di questa forinola il Sig. Catalan c giunto ad estendere ai trascen- 
denti Abcliani alcune relazioni sussistenti fra i trascendenti dittici (*). 


$. 11.° Del determinante di Hesse. 


Sia u una funzione intera , omogenea delle n variabili X, , x, . . . x„ . Si indi- 
chino con «, , u t . .. u, le derivate prime della u rispetto a ciascuna di esse va- 
riabili , e con , u,., ... le derivate seconde , cioè sia : 

u. 

Il determinante : 

o = 


(Cu 

dx r dx. 




• «... 

"... 

«M 



"... • 

• «j 


viene denominalo 1’ Hcssiano della funzione u , od il determinante di Hessc , per 
1’ importante uso fattone dal Sig.' flesse in varie ricerche geometriche. Questo de- 
terminante viene da alcuni geometri rappresentato col simbolo II». E evidente che 
se la funzione u sarà dell' mesimo grado, il determinante v sarà una funzione 
omogenea del grado «(m-ajesimo. 

Supponiamo che le variabili x, , x t . . . x„ sicno legate ad altre n variabili y t , 
y,... y. da n equazioni lineari analoghe alla : 

• + ■ ■ • + a^y. 


e sostituiti questi valori nella funzione u si ponga : 
-, <l'u d'u d'u\ _ 


(•) Mcmoirrs couronnri |>ar PAcadéiuie de Bratdlr». 1 84 *• 
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avremo : 

K - P\ v 

• Infatti derivando la funzione u rispetto ad y r si ha : 


du 

- - = u t a r t + u a a,. „ 

l *J r 


e derivando quest’ ultima equazione rispetto ad y, , e rispetto ad x , si hanno le: 


(P u 

dfr dy. 





d'u 


Per queste equazioni , e per la nota regola della moltiplicazione dei determi- 
nanti si ottengono facilmente le equazioni : 

( > Fu d’u d’u \ / (Fu (Fu (Fu \ 

± d*,dy, dx.dy, dx.dy.) \ dx, dy, dx,djr , dx.djr.) 

dal confronto delle quali si ha la K = P*.i>. Se la sostituzione sarà ortogonale, cioè 
se i coefficienti a,. , soddisfano alle due equazioni : 


«V. + «’„. + •••+«**.-* 

«,,, + «,., + ••■+<*, y, «... 


o 


sf ha P-i e quindi sarà K - 1>. 

Supponendo la sostituzione essere qualunque , se la funzione nella quale tras- 
formasi la u in conseguenza della sostituzione medesima non conterrà una qualsi- 
voglia delle variabili jr, , y t ... y, il drlcrmlnantc v sarà identicamente nullo : giac- 
ché se la variabile mancante fosse per esempio la y, si avrebbero le : 

(Fu (Fu d’u 

dy, dy r = dy, dy, “ “ dy. dy, “ 

c quindi sarebbe K identicamente nullo, e per conseguenza anche v. 

Reciprocamente se il determinante u è identicamente nullo , si potrà mediante 
una sostituzione lineare trasformare la funzione u iu una funzione omogenea di n- 1 
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variabili )\ , j\ J' m l . Infatti essendo v eguale a zero per I’ equazione (14) si 
avrà : 

tlv il» / dv V 

du„ dii.', \du,',/ 

\ 

e quindi gli elementi reciproci del determinante v ammetteranno nn fattore comune M 
dell'(n-i)(m-3) grado, ed indicando con a, , a, due costanti si avrà : 

(126) M 

dii,, dii,. 

Ora essendo 11 funzione omogenea dell’ m grado si hanno , come è nolo , le : 



“u/ f + • 

• • + = («- 

>)«, 

(ta;) 

+ • • 

+ “ (m-1 

i)«. 



• + - (m-i 

«K 


dalle quali si ottiene in generale : 


t* 



m-t 


lli> 

ds? 

dv 



. + M. 


ed allorquando 0 = 0 pei valori ( 1 26) si avrà : 


«,u f + «„ = o 


Pongansi nella funzione u 


essendo ; 


j-, = a, + à*, , x, = s, + X«, x. - 5, + i.t 


: r “ «,,J\ + + ■ • • + , 

e /. una quantità indeterminata. Sviluppando si ottiene : 


, /<“ 

11 m tv + X tv + — tv" + . . . + tvw 

2 1.2...7/1 


supposto clic tv rappresenti ciò che diventa 11 allorquando pongansi in esso z t , 
5,. . . in luogo di x, , x t ...x m ; c tv' rappresenti il valore di + x,u, + 
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nella medesima rondiwone. Siccome poi : 


„ ' dw dw dw 

tV " IT + ’dz. *• + ‘ ’ ‘ + dT ‘ 


dw'”*- 1 ) dw'""*-') dw'”*-*) 

w ” * -*r “■ + “■ + • + ' 

allorquando la espressione a l u l + x t u t + . . . + *.«, sarà identicamente nulla , lo 
sarà w’ e quindi anche tv" , tv"'. . . tv^ , e lo sviluppo superiore si ridurrà alla 
« = tv; cioè la funzione u pel caso che v=o identicamente può ridursi alla tv omo- 
genea fra le n-i variabili jr t , }\-- X.-i comp si era dichiarato. 

Questo importante teorema dovuto al Sig. flesse (*) venne dal medesimo au- 
tore applicato alia dimostrazione dei due seguenti : 

i.° Se m=o rappresenta la equazione omogenea di una linea piana dell’ enne- 
simo ordine , la condizione perchè questa curva riducasi ad m rette condotte da 
uno stesso punto , è che il determinante v sia identicamente nullo. 

a.* Se « = o rappresenta la equazione omogenea di una superficie deH'emmcsimo 
ordine , la condizione perchè essa superficie sia un cono , è la v = o identicamente. 

dv 

Dalle equazioni ( 1 37) , posto — — = U, , ricavasi la : 

" u r,t 

vx,-*(m-i)(TJ h ,u t + U„ «,+ ... + 

la quale, derivala rispetto ad x, t supponendo gli indici r,s differenti fra loro dà: 

(.38) «. ♦ - /r ~- y. + ■ ■ • + 

e derivata rispetto ad x, dà : 

r = (i»- 3 )v + (ra-i)l K, + «,+ ...+ — — u.i 

l tlx,. ite, ilx r ) 


v,x r 


Quindi se u„ = o essendo v = o si avrà v, « o qualunque sia r ; e 

dall’ equazione (14) si avrà : 


dx, '■ tlx. 


n ,/U - 
aU -r/xT 


O Crcllr. Journal ffir die Malhrmatik. Band. 4 1 * i85i. 
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ta quale è soddisfalla ponendo : 

(lag) U,, - Nx r * , U„. = Nx.x, 

indicando N un fattore comune a tutti gli elementi reciproci del determinante t>. 
Derivando nuovamente la equazione ( 1 28) rispetto ad 37 si ha : 


(, 3 o) 


, rf*U„ <TV„ <fU„. V 

+ d.r>?‘ + + ^x7 "■ ! 




i!a± 

llxi 


+ u 

r Ixì ) 


essendo identicamente : 


<tV„ dV„ d U 

. - «i,i + —r u v + • • ■ + 

</x, r/x. 


/U„. r / </«„. TT 

— ^U tr --- + U, 


du t , 

dxi 


+ ...+U, 


d“...\ 

'd7~ ) 


in causa della nota equazione : 

Ui ( rttt,i + filirtta,i + . . . + Un^' ■ O 

Ora se = u„ = o , dalla (t 3 o) si ha: 

+ u - è + • + u -èfì 

ossia sostituendo i valori (129) si ha : 

/ ,»>/ du ibi dit,,\ 

v^-KD^x.-^x- + . . • - X. 

o per una nota proprietà delle funzioni omogenee : 

<’.,i » - (m - 1 ) (ih- 2) N . u,,i 


Ne risulta che allorquando sieno nulle le u t , u H è eguale a zero non 

solo I’ Hessiano della funzione u , ma anche I’ Iicssiano dell' Ilessiano medesimo , 
cioè della funzione v. Pel caso di 71 = 3 , le equazioni «, = «, = «, = o sono soddisfalle, 
come è noto, ai punti multipli della linea rappresentala dall'equazione iz»o: e do- 
vendo essere per questi punti 0=0 , i punti medesimi risulteranno dalla comune 
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intersezione delle linee rappresentale dalle equazioni «"0,0 = 0, ed inoltre saranno 
punti multipli anche per la linea rappresentata dall’ equazione u = o. 

Supponiamo ora che u-o sia una equazione algebrica , intera , razionale del 


variabili x t . 

. x t . 

• • x._ 

c consideriamo i 


: ». 

«... 


■ ■ «M-. ! 


w . 

’ 

"... 

"... 

• • «WM 

1 

1 




, 

• • • 1 

1 

0 


", 

• ■ • 1 


Se la equazione u » o si rende omogenea ponendo , — . . . — in luogo 

‘Z, X m 

delle variabili x, , x, . . . x„_, e moltiplicando tutti i termini per ; sussisteranno 
le equazioni (127) c la : 


(i 3 i) u , x , + M t x, + . . . + u„x. = mu 

mediante le quali si potrà trasformare il determinante li nel modo seguente. È 
evidente essere : 

H.-i- 

m - 1 

j ' 

I o ", ", • ■ I 

e siccome aggiungendo rispettivamente agli elementi della prima colonna quelli della 
seconda moltiplicati per -x, , quelli della terza moltiplicati per -x, , ecc. il va- 
lore del determinante H non si altera, per le equazioni ( 1 27) e la (i 3 i), si ha : 


"... 

("»-‘K «... "... • • 


«... 




a - . 


«... 




".-M 


x m u m -rntt u ì 

", 
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“m 

"... • 




u » 

"... 

«... 

m 

“si 

«... 



x m 


"» 


m-i 



..... 

■ • “-M-. 

m-i 











M, 

U % 

■ • 


Osserviamo che quest’ ultimo determinante può scriversi : 


1 

«i- 1 


"... 

"... • • • 

«... 


"-. • ■ ■ 

"... 


* * * 


(m- 




quindi ripetendo sopra di esso V operazione eseguita sopra si avrà : 


Il 

m - 1 


! "... 

“.a 

“s.-. 


«... 


"-M 




+ <-*r 




Da questa equazione deducesi clic per quei valori delle x , , jr, .. . i quali sod- 
disfano 1’ equazione u = o , ed annullano il determinante H , sarà anche v = o. 

Applicazione. 

Indicando con r il raggio di curvatura di una curva piana rappresentata dal- 
f equazione u»o si ha : 


(«3») 


H 


Ai punti di (lesso di quella curva si ha come è noto r = co , e quindi li » o 
o pel teorema supcriore : 


1 "... 
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Questa equazione rappresenta una linea de! 3(»i-a) esimo grado la quale sega 
la linea data ne’ suoi punti di flesso, che per conseguenza saranno al più 
in numero (*). 

Indicando con r,, r, i raggi principali di curvatura di una superficie u = o si ha: 




Per quei punti della superficie pei quali uno dei raggi di curvatura è infinito 
si ha H = o e quindi : 


“m 

"... 

“m 

“..4 

“s. 



“vi 


“» 


“„4 

“4„ 


“ia 

“4.4 


Questa equazione rappresenta una superficie del grado c la linea di 

intersezione di questa superficie colla superficie u = o, sari una linea di inflessione, 
o linea dei punti parabolici per questa superficie (**). 

Esempio. Consideriamo la equazione delle linee del terzo ordine : 


u = a,x,* + n t x‘ + a t x' + Qhx t x x x i = o 


alla qual farina, come è nolo, si può sempre ridurre l’equazione generale. Si avrà : 


6 ’ 


n l x l hx s hx t 
hx t a t x t hx, 
hx, hx, a.x. 


la quale equazione si può porre sotto la forma : 


h'(a t x' + a, x,' + a t x‘) - k x,x,x, = o 

essendo k = a,a t a t + a A’. Osserviamo clic eguagliando a zero 1’ Hessiano del pri- 
mo membro dT questa equazione si ha : 


3 h'/f(a t xj + fl,x,’ + a, x') + (À J - io8rt,a,iz t A c )x I x I x, = o 


O Creile. Journal Tur die Matbcmatik. Band. -j8 . — Salaon. On thè higher piane curve*. pag. 72. 

(**) Gei gonne. Annate* de Matliètnatkjue*. T."* ai*. — The Cambridge and Dublin Mathematica! Jour- 
nal 18^8 i84[>- 
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la quale ponendo : 


34* A* = ).+; ih' A J - io 8a t a t a 1 h i = 63 .h-\ik 

ridaceli evidentemente alla : 

(i33) po = o 

I valori di A , p si ricavano facilmente dalle due equazioni superiori c sono : 

A = 4^'(^ ,_a t a « a i)' > I* = 8A‘ + no 0 , 0 , flj/t'- a' a' a' 

La equazione ( 1 33) essendo evidentemente soddisfatta per quei valori di x, , 
x, , x, che rendono u-o , o=o ; ne risulta P interessante proprietà rhc i punti 
di intersezione delle linee u = o , v = o sono punti di flesso anche per la seconda 
di esse linee (*). Questa proprietà ha luogo solamente per le lince del terzo ordine. 

Indichiamo con io una funzione algebrica, intera razionale di grado r delle n- 1 
variabili s, , s t ... , e posto : 



w ... 

«V. ■ 

• 'V, 1 


«V, 

"V. ■ 

• | 




• j 

1 O 


io, . 

• i 


se rendesi omogenea P equazione io = o sostituendo alle z, , s t . . . , i rapporti : 



si avrà : 



W M 


«V... 

la r 

K iv 

r-i 

W M 

«V. 








essendo V P Hessiano della funzione io. Supponiamo che le variabili x, , X, . . x„ 
sieno legate alle variabili z, , s, . . . z„ dai due sistemi di equazioni : 
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' v ,~ x i "\~ x i w.-jr. 

", - - -- 

si avranno evidentemente n‘ equazioni, le quali ponno dedursi dalle due seguenti: 

+ «V"», + • • • + = ‘ 

II',,. «,,, + «V. "w + • + - o 

punendo r ed s = i , 2 , ... n. Per queste equazioni si ha : 

(t34) V.o = 1 

e per quei valori di x, , x, . . . : s, , • che soddisfano alle equazioni t<=o, 

»v = o sarà : 

x,s, + x,n, + . . . + x.;, - o 
L'equazione ( 1 34) mostra che a 0=00 corrisponde V-»o. 

Applicazione. 

Ai punti di regresso di una linea piana rappresentata dall' equazione « = o si 
ha r= o , quindi per 1’ equazione ( 1 3a) sarà li » co c v = oc ; ossia : 


V _ 


[ W M ”’,4 W M 


! tv 


V, «V 


Le variabili x t , , jl\ : c, . z 9 , z 9 essendo legate dall’ equazione : 


X Z + X Z + x z — o 

I* 1» T JJ 


le z, , z t , z, potranno rappresentare coordinate lineari o tangenziali , e la V =0 
rappresenterà una linea della 3(r-a)esitna classe , la quale segherà la linea di cui 
la equazione è la u = o o la tv = o nei suoi punti ih regresso. Quindi una curva 
dell’ resima classe ha in generale 3r(r-a) punti di regresso (*). Analogamente per 
quei punti di una superficie pei quali uno dei raggi di curvatura è nullo si ha 
V = o , e dovendo le variabili z ( , z t) z,, z, soddisfare alla : 

x ,~, + -r,®, + -a.:, + X;8i « o 
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le variabili medesime rappresenteranno coordinate lineari o planari , e la V = o 
rappresenterà una superficie della 4 (e- a) esima classe, la comune intersezione della 
quale colla superfìcie u-o o tv- o è una linea di regresso per quest’ultima superfìcie. 

Osserviamo clic allorquando V è identicamente nullo, la funzione w per quanto 
si è dimostrato sopra può ridursi mediante una sostituzione lineare ad una fun- 
zione omogenea fra n-i variabili, la quale proprietà per n-3 ed n = 4 dà luogo 
ai due seguenti teoremi : 

i.° Se 1’ Hessiano del primo membro dell’equazione tv = o di una linea piana 
fra coordinate tangenziali è identicamente nullo , quella equazione rappresenta una 
serie di punti situali in linea retta. 

n.° Se F Hessiano del primo membro dell’equazione tv=o di una superfìcie fra 
coordinate planari è nullo identicamente, quella equazione rappresenta una linea piana. 

Mediante la teorica delle polari reciproche si ponno dedurre questi due teoremi 
da quelli della pag. 109 dovuti al Sig.' Messe. 
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